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Probabilités et Applications

Introduction

Les probabilités permettent d’étudier des phénomènes aléatoires.

La paternité des probabilités est attribuée à Pascal qui a exposé le
problème des parties en 1654.

L’objectif du cours est d’apprendre les connaissance de base en
probabilités comme porte d’entrée du monde des statistiques et
Data Science.

Le cours sera orienté vers des applications.
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Probabilités et Applications

Problème des parties

Deux joueurs jouent aux jeux du hasard. Ils misent chacun 32
unités. Pour gagner, il faut gagner 3 parties.

Si après 3 parties, le résultat est 2 pour le 1er et 1 pour le 2ème. Les
issues de la 4ème partie : 3-1 ou 2-2. S’ils décident d’abandonner, le
gain du 1er est 32+32*0.5=48 et pour le 2ème est 32*0.5=16.

Si après 2 parties, le résultat est 2 pour le 1er et 0 pour le 2ème. Les
issues de la 3ème partie : 3-0 ou 2-1. S’ils décident d’abandonner, le
gain du 1er est 48+16*0.5=56 et pour le 2ème est 16*0.5=8

Si après une partie, le résultat est 1 pour le 1er et 0 pour le 2ème.
Les issues de la 2ème partie : 2-0 ou 1-1. S’ils décident
d’abandonner, le gain du 1er est 32+(56-32)*0.5=44 et pour le
2ème est 8+(56-32)*0.5=20
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Introduction aux Probabilités

Espace échantillon et évènements

Expérience aléatoire, univers

Définition (Expérience aléatoire, univers)

On appelle expérience aléatoire une expérience sur un système dont
le résultat n’est pas connu d’avance et peut varier si on répète cette
expérience.

On appelle univers (espace échantillon) l’ensemble des résultats
possibles. Il est noté Ω.

Exemple : [Jeter une pièce de monnaie, (P, F)], [lancer des dés, (1;6)],
prélever des boules dans une urne multicolore (bleu, vert, rouge).
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Introduction aux Probabilités

Espace échantillon et évènements

Evènement, Terminologie

Définition (Evènement)
Un sous ensemble de Ω est appelé évènement. On note par A l’ensemble
des évènements relatifs à l’expérience aléatoire.

Terminologie probabiliste:

Evènement impossible : ∅
Evènement contraire à A : Ā
A ou B : A ∪ B
A et B : A ∩ B
A implique B : A ⊂ B
A et B incompatibles : A ∩ B = ∅
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Introduction aux Probabilités

Espace échantillon et évènements

Propriétés des évènements

A ∩ B = B ∩ A, A ∪ B = B ∪ A

(A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C ), (A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C )

A ∩ (B ∪ C ) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C ), A ∪ (B ∩ C ) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C )

A ∩ B = Ā ∪ B̄ A ∪ B = Ā ∩ B̄
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Introduction aux Probabilités

Espace échantillon et évènements

Expérience aléatoire, univers

Définition (Partition)
Une partition de l’univers est un ensemble de n évènements A1, ...,An

qui sont incompatibles deux à deux et dont l’union est l’univers, i.e:

∪n
i=1Ai = Ω

Ai ∩ Aj = ∅, ∀i ̸= j ∈ {1, ..., n})

Exercice: Quel est le nombre de partitions dans un ensemble de 3 ou 4
évènements?
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Introduction aux Probabilités

Espace probabilisable

Définition (Tribu, Espace Probabilisable)
Une tribu C est un espace d’évènements qui satisfait aux conditions
suivantes:

{Ω, ∅} ⊂ C (1)

∀A ∈ C, Ā ∈ C (2)

∀i ∈ N, Ai ∈ C, ∪iAi ∈ C (3)

L’espace probabilisable n’est autre que le couple (Ω, C).
Exemples: {Ω, ∅} est une tribu. L’ensemble de toutes les parties de Ω
est également une tribu.
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Introduction aux Probabilités

Notion de probabilité

Notion de probabilité

Définition (Probabilité)
A chaque évènement A un poids P(A) indiquant sa chance d’être réalisé
si l’on effectue l’expérience aléatoire.

Définition (Probabilité (Formulation mathématique))
Étant donné un espace probabilisable (Ω;A), on appelle probabilité sur
(Ω;A) toute application P : A → R satisfaisant aux trois propriétés
suivantes:

. ∀A ∈ A, P(A) ≥ 0

. P(Ω) = 1

. Pour toute suite (An) d’éléments deux à deux disjoints,

P(∪nAn) =
+∞∑
n=0

P(An)
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Introduction aux Probabilités

Notion de probabilité

Notion de probabilité

Cas d’équiprobabilité: (Ω fini de cardinal n.)

∀A ∈ A, P(A) =
Card(A)

n
(4)

La relation (4) est fausse dans le cas général.

Exercice : Soient A et B deux évènements. Montrer les relations
suivantes:

P(Ā) = 1− P(A)

P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B)

10 / 74

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.



Probabilités et Applications

Introduction aux Probabilités

Notion de probabilité

Notion de probabilité

Proposition
Toute probabilité P possède les propriétés suivantes:

1 P(∅) = 0

2 ∀(A,B) ∈ A2, A ⊂ B ⇒ P(A) ≤ P(B)

3 Formule de crible de Poincaré: ∀(A1,A2, ...,An) ∈ An,

P(∪n
i=1Ai ) =

∑
1≤i≤n

P(Ai )−
∑

1≤i1≤i2≤n

P(Ai1 ∩ Ai2)

+ ...

+ (−1)k−1
∑

1≤i1≤i2≤..≤ik≤n

P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ ... ∩ Aik )

+ (−1)n−1 P(A1 ∩ A2 ∩ ... ∩ An)
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Introduction aux Probabilités

Probabilité conditionnelle

Probabilité conditionnelle

Définition
Soit B un évènement de probabilité non nulle. On appelle probabilité
conditionnelle à B, ou probabilité sachant B, associée à P l’application:

PB :

{
A → R
A → P(A∩B)

P(B)

On la note aussi P(A/B).

⇒ La probabilité conditionnelle PB est une probabilité satisfaisant aux
trois propriétés déjà mentionnée.

⇒ Formule de probabilité enchainée:

P(A1 ∩ A2 ∩ ... ∩ An) = P(A1/A2 ∩ ... ∩ An)P(A2/A3 ∩ ... ∩ An)

... P(An−1/An)P(An)
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Introduction aux Probabilités

Probabilité conditionnelle

Probabilité conditionnelle

Exemples: On jète deux fois une pièce de monnaie. Quelle est la
probabilité d’avoir ”pile” si un des deux résultats est ”face”.
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Introduction aux Probabilités

Probabilité conditionnelle

Formule de probabilité totale, Formule de Bayes

Définition
Soit (Bk)1≤k≤N une partition de Ω telle que ∀k, P(Bk) ≥ 0. Alors on a
a la formule de probabilité totale suivante:

∀A, P(A) =
∑

1≤k≤N

P(A ∩ Bk) =
∑

1≤k≤N

P(A/Bk)P(Bk)

⇒ Système complet {A1; Ā1}, la formule de probabilité totale:

P(A) = P(A/A1)P(A1) + P(A/Ā1)P(Ā1)

⇒ Formule de Bayes:

P(A/B) =
P(B/A)P(A)

P(B)
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Introduction aux Probabilités

Probabilité conditionnelle

Exercice

. Exemple 1: On considère une urne U1 contenant deux boules
blanches et une boule noire, et une urne U2 contenant une boule
blanche et une boule noire. On choisit une urne au hasard puis on
prélève une boule dans cette urne. Les boules sont indiscernables au
toucher.

1 Quelle est la probabilité de tirer une boule blanche?
2 Si la boule tirée est blanche, quelle est la probabilité que la boule

soit extraite de l’urne U1?

15 / 74

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.



Probabilités et Applications

Introduction aux Probabilités

Indépendance des évènements

Indépendance des évènements

Définition
A est indépendant de B si P(A/B) = P(A) ou si P(B) = 0.

⇒ A est indépendant de B si et seulement si P(A ∩ B) = P(B)P(A).

⇒ Cas général: la famille (Ak)k∈I est dite famille d’évènements
mutuellement indépendants si pour tout J ⊂ I , on a:

P(∪j∈JAj) = Πj∈JP(Aj)
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Introduction aux Probabilités

Variable aléatoire

Fonction de répartition
Définition
. Soit (Ω;A;P) un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire

une application X de l’univers Ω dans R dans la valeur X (ω) dépend
du résultat obtenu de l’expérience aléatoire.

. La loi de probabilité sur les sous ensembles de X (Ω) est appelée loi
de probabilité de la v.a X .

. On appelle la fonction de répartition de X l’application:

FX :

{
R → [0, 1]

t → P(X ≤ t)

FX est croissante.

limt→−∞ FX (t) = 0, limt→+∞ FX (t) = 1

FX est continue à droite en tout point de R.
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Introduction aux Probabilités

Variable aléatoire

Variable aléatoire discrète

Définition
Une variable aléatoire X est dite discrète si

∑
t∈X (Ω) P(X = t) = 1

(autrement dit si X (Ω) est fini ou dénombrable).

Loi d’une v.a discrète: l’ensemble des probabilités P(X=x) telles que
x ∈ X (Ω).

Exemple: soit X la v.a aléatoire correspondante au résultat de résultat
du lancement d’un dé, donner la loi de X:

xi 1 2 3 4 5 6
P(X=xi )

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

NB. X suit la loi uniforme (P(X = xi ) =
1
n , ∀1 < i ≤ n). Fonction de

répartition

xi 1 2 3 4 5 6
P(X ≤ xi )

1
6

2
6

1
2

4
6

5
6 1
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Introduction aux Probabilités

Variable aléatoire

Variable aléatoire discrète

La fonction de répartition s’écrit sous la forme suivante:

FX (t) =



0 if t < x1

p1 if x1 ≤ t < x2

p1 + p2 if x2 ≤ t < x3

...∑n
i=1 pi = 1 if xn ≤ t

. La fonction de répartition de la variable discrète est une fonction en
escalier.
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Introduction aux Probabilités

Variable aléatoire

Représentation graphique de la loi d’une v.a discrète
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Introduction aux Probabilités

Variable aléatoire

Exercice v.a discrète

Exercice: Soit X la variable aléatoire correspondante au nombre de faces
obtenues après 3 lancers d’une pièce de monnaie (non truquée). Donner
le support de la variable X , sa loi de probabilité et calculer sa fonction de
répartition.

Exercice: On lance une pièce plusieurs fois jusqu’à l’obtention d’une face
ou 4piles. Donner les lois des v.a discrètes suivantes:

X : nombre de fois que la pièce est lancée

Y : nombre de piles

Z : nombre de faces
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Introduction aux Probabilités

Variable aléatoire continue

Variable aléatoire continue

Définition
La variable aléatoire X est dite continue si sa loi de probabilités est
définie par une densité notée fX de R dans R+ telle que
∀t1, t2 ∈ R ∪ {±∞} tels que t1 ≤ t2, on a

P(t1 ≤ X ≤ t2) =

∫ t2

t1

fX (r)dr

Loi d’une v.a continue: Calcul de sa densité.∫ +∞
−∞ fX (t)dt = 1

FX (x) =
∫ x

−∞ fX (t)dt.
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Introduction aux Probabilités

Variable aléatoire continue

Représentation graphique d’une densité d’une v.a c
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Introduction aux Probabilités

Variable aléatoire continue

Exercices

1 Exercice : Soit FX la fonction de répartition de la v.a X qui s’écrit
sous la forme:

FX (t) =

{
1− e−2t t ≥ 0

0 t < 0

Donner la densité de la v.a continue X .

2 Exercice : Soit fX la densité de la v.a X :

fX (t) = λe−λt t ≥ 0

où λ > 0. Donner la densité de la v.a Y = X 2.
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Introduction aux Probabilités

Variable aléatoire continue

Propriétés de la fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire, a < b deux réels, alors:

P(X > a) = 1− FX (a)

P(X < a) = FX (a
−)

P(X ≥ a) = 1− FX (a
−)

P(X = a) = FX (a)− FX (a
−)

P(a ≤ X ≤ b) = FX (b)− FX (a
−)

P(a < X ≤ b) = FX (b)− FX (a)

P(a < X < b) = FX (b
−)− FX (a)

P(a ≤ X < b) = FX (b
−)− FX (a

−)

où FX (a
−) étant la limite à gauche de la FX en a.
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Introduction aux Probabilités

Variable aléatoire continue

Exemple d’une fonction de répartition

Soit la variable aléatoire X caractérisée par la fonction de répartition
suivante:

FX (t) =



0 t < 0
t
10 0 ≤ t < 1
t2

5 1 ≤ t < 2
9
10 2 ≤ t < 3

1 t ≥ 3

Calculer P(X < 1),P(X > 2),P(X = 1),P(1 < X ≤ 2),P(2 ≤ X ≤ 4)
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Introduction aux Probabilités

Espérance et variance d’une v.a discrète

Espérance et variance d’un v.a discrète

Le comportement moyen d’une v.a est donnée par l’espérance E :

E(X ) =
∑

x∈X (Ω)

xP(X = x)

Exemple : Soit X (Ω) = {−2, 1
2 , 6}, alors

E (X ) = −2 ∗ P(X = −2) + 1
2P(X = 1

2 ) + 6 ∗ P(X = 6)

la dispersion de la variable autour de l’espérance est caractérisée par
la variance donnée par:

Var(X ) = E
[(
X − E(X )

)2]
= E(X 2)− E(X )2

X est centrée si E(X)=0. Elle est réduite si Var(X)=1.

27 / 74

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.



Probabilités et Applications

Introduction aux Probabilités

Espérance et variance d’une v.a c

Espérance et variance d’un v.a continue

Le comportement moyen d’une v.a continue est donnée par
l’espérance ou :

E(X ) =

∫ +∞

−∞
xf (x)dx

la dispersion de la variable autour de l’espérance est caractérisée par
la variance donnée par:

Var(X ) = E
[(
X − E(X )

)2]
= E(X 2)− E(X )2
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Introduction aux Probabilités

Espérance et variance d’une v.a c

Propriétés de l’espérance d’une v.a d

Soient X ,Y deux v.a discrètes et a ∈ R

E (a) = a

E (aX ) = aE (X )

E (X + Y ) = E (X ) + E (Y )

E (X ) ≤ E (Y ) if X ≤ Y

29 / 74

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.



Probabilités et Applications

Introduction aux Probabilités

Espérance et variance d’une v.a c

Propriétés de la variance d’une v.a d

Var(X ) ≥ 0

Var(aX ) = a2Var(X )

Var(X + Y ) = Var(X ) + Var(Y ) + 2Cov(X ,Y )

où Cov(X ,Y ) = E

[
(X − E (X ))(Y − E (Y ))

]
.

NB. La variable Z = X−E(X )√
Var(X )

est centrée réduite.
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Introduction aux Probabilités

Lois marginales, indépendance, covariance, corrélation

Lois marginales, indépendance

Définition (Loi du couple)
Soient X et Y deux variables aléatoires. Dans le cas discret, la loi du
couple (X ,Y ) est la loi de probabilité qui permet de lister l’ensemble des
valeurs P(X = x , Y = y) pour tous les couple (x , y). Dans le cas
continu, la loi du couple (X ,Y ) revient à définir fX ,Y (x , y) pour calculer
P(X ∈ I , Y ∈ J) pour tout couple d’intervalles (I , J). Les lois marginales
du vecteur (X ,Y ) sont les lois de X et de Y .

Définition (Indépendance des v.a)
Les deux v.a X et Y sont dites indépendantes si la loi du couple est le
produit des loi marginales, i.e,

P(X = x , Y = y) = P(X = x)P(Y = y)

dans le cas continue, on a f(X ,Y )(x , y) = fX (x)fY (y)
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Introduction aux Probabilités

Lois marginales, indépendance, covariance, corrélation

Covariance et corrélation

Définition (Covariance et corrélation)
La covariance et la corrélation des v.a X et Y sont données par les
quantités suivantes:

Cov(X ,Y ) = E
[(
X − E(X )

)(
Y − E(Y )

)]
Cor(X ,Y ) =

Cov(X ,Y )√
Var(X )

√
Var(Y )

Cas particulier de X et Y indépendantes, on a
Cov(X ,Y ) = Cor(X ,Y ) = 0;

Cov(X ,X ) = Var(X ), et Cor(X ,X ) = 1.

Var(X + Y ) = Var(X ) + Var(Y ) + 2Cov(X ,Y ).
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi de Bernoulli

Contexte : Soit une variable aléatoire qui prend uniquement deux états
(succès et échec). Par exemple:

X : On lance une pièce et on note le résultat ”Pile” comme succès et
”Face” comme échec.

Y : On lance un dé et on enregistre le résultat 4 comme succès et les
autres résultats comme échec.

▷ Si on met succès = 1 et échec= 0, alors les deux variables X et Y
sont des variables aléatoires discrètes qui suivent la loi de Bernoulli.
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi de Bernoulli

▷ X est suit la loi de Bernoulli si X (Ω) = {0, 1} et P(X = 1) = p et
P(X = 0) = 1− p.

▷ X peut être interprétée comme l’indicatrice du succès.

▷ On note X ∼ Be(p).

▷ E(X ) = p et Var(X ) = p(1− p).

▷ Si X ∼ Be(p) Calculer E (X + X 2 + ..+ X n).
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi Binomiale

Contexte : On effectue n expériences indépendantes dont les deux issues
sont deux états (succès ou échec).

Soit X : la variable aléatoire discrète qui prend le nombre de succès
obtenus à l’issue de ces n expériences.

Soit p est la probabilité du succès, alors X suit la loi binomiale de
paramètres n et p
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi Binomiale

▷ X suit la loi Binomiale si X (Ω) = [0; n] et

P(X = k) =

(
n
k

)
pk(1− p)n−k , ∀k ∈ [0; n]

▷ X peut être interprétée une répétition de n fois d’une v qui suit la loi
de Bernoulli.

▷ On note X ∼ B(n; p).

▷ E(X ) = np et Var(X ) = np(1− p).

▷ Soit (Xn) une suite de v.a indépendantes qui suivent toutes une loi
de Bernoulli de paramètre p. Alors leur somme Z =

∑n
i=1 Xi suit la

loi binomiale B(n; p).
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi Binomiale

▷ Exercice : : Soit une urne contenant 8 boules noires et 5 boules
rouges indiscernables au toucher. On procède à 10 extractions
successives d’une boule, avec remise. Quelle est la loi du nombre de
boules rouges obtenues ?

▷ Exercice : : Soit n expériences de Bernoulli ou le succès est p. Si on
obtient k succès, quelle est la probabilité que le résultat de la
première expérience est un succès.
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi Binomiale Négative

Contexte : On considère une suite d’expériences de Bernoulli dont la
probabilité de succès est p

Soit X : la variable aléatoire qui prend le nombre d’essais jusqu’à
l’obtention du succès numéro r .

X suit la loi binomiale négative de paramètre r et p
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi Binomiale Négative

▷ X suit la loi Binomiale Négative de paramètre p et r si X (Ω) = N∗

et

P(X = k) =

(
k − 1
r − 1

)
pr (1− p)k−r , ∀k ∈ [r ; n]

▷ On note X ∼ NB(r , p)

▷ X désigne le nombre de répétitions d’une expérience de Bernoulli
nécessaires pour obtenir le succès numéro r .

▷ E(X ) = r
p , Var(X ) = r 1−p

p2 .
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi Binomiale Négative

▷ Exercice: On lance un dé successivement pendant plusieurs essais,
quelle est la probabilité d’avoir la face 6 pour la 3ème fois à l’essai 8.

▷ Exercice : Si on obtient pour la 4ème fois la face 5 à la dixième
expérience , quelle est la probabilité d’obtenir pour la première fois
la face 5 pendant la 3ème expérience et la deuxième fois la face 5
pendant la 6ème expérience.
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Solution Exercice

P(X = 8) =

(
7
2

)(
1
6

)3 (
5
6

)5

Utiliser P(E/A) où E:” avoir le premier face 5 au 3ème essai et le
deuxième face 5 au 6ème essai” A:’Obtenir le 3ème face 5 au 10ème
essai’ On sait:

P(E/A) =
P(E ∩ A)

P(A)

=
(1− p)2p(1− p)2p(1− p)3p(

9
2

)
p3(1− p)7
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi géométrique

Contexte : On considère une suite d’expériences de Bernoulli dont la
probabilité de succès est p

Soit X : la variable aléatoire qui prend le nombre d’essais jusqu’à
l’obtention du premier succès

X suit la loi géométrique de paramètres p

X suit également la loi Binomiale Négative pour r = 1.
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi géométrique

▷ X suit la loi de géométrique de paramètre p si X (Ω) = N∗ et

P(X = k) = p(1− p)k−1, k ∈ N∗

▷ On note X ∼ G(p)

▷ X désigne le nombre de répétitions d’une expérience de Bernoulli
nécessaires pour obtenir un succès.

▷ E(X ) = 1
p , Var(X ) = 1−p

p2 .
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi géométrique

Exercice : on lance un dé plusieurs fois jusqu’à l’obtention d’un 4.
Soit X le nombre d’expériences nécessaires pour obtenir le premier 4.
Calculer!

1 P(X = 3)

2 P(X < 4)

3 P(X ≥ 5)
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Solution Exercice

1 P(X = 3) = ( 56 )
2 ∗ 1

6

2 P(X < 4) = P(X ≤ 3) = 1− ( 56 )
3

3 P(X ≥ 5) = P(X > 4)) = ( 56 )
4
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi de Poisson
Contexte : Supposons que le nombre d’expériences de Bernoulli
effectuées est très grand n et la probabilité du succès p << n est très
petite.

X suit la loi binomiale (notons λ = np) alors:

P(X = k) =
n!

k!n − k!

λk

nk
(1− λ

n
)n−k , ∀k ∈ [0; n]

Lorsque n est très grand, on peut écrire (1− λ
n )

n−k ≃ e−λ et
n!

nk (n−k!)
= n(n−1)..(n−k+1)

nk
≃ 1 et on obtient:

P(X = k) ≃ e−λλk

k!
, ∀k ∈ [0; n]

Dans ce cas X est une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de
paramètre λ.
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi de Poisson

▷ X suit la loi de Poisson de paramètre λ si X (Ω) = N et

∀k ∈ N, P(X = k) = e−λλ
k

k!

▷ On note X ∼ P(λ)

▷ La loi de Poisson peut être interprétée comme la loi limite d’une loi
binomiale B(n; λ

n )

▷ E(X ) = λ, Var(X ) = λ
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi de Poisson

▷ Exercice : La variable aléatoire X suit la loi de Poisson de paramètre
λ. On pose

Y =
1

(X + 1)(X + 2)

Calculer l’espérance de Y .
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Solution Exercice

▷ On a P(X = k) = e−λ λk

k! et on a:

E(Y ) =
+∞∑
k=0

1

(k + 1)(k + 2)
e−λλ

k

k!
=

e−λ

λ2
(eλ − 1− λ)
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi uniforme discrète

▷ X suit la loi uniforme sur {1; ..; n} si

∀i ∈ {1; ..; n}, P(X = i) =
1

n

▷ On note X ∼ U({1; ..; n})

▷ E(X ) = n+1
2 , Var(X ) = n2−1

12 .
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi uniforme discrète

▷ Exercice : Une personne souhaitant rentrer chez elle a un trousseau
de n clés. Calculer:

1 X: Le nombre moyen d’essais si la personne élimine la clé qui n’est
pas la bonne.

2 Y: Le nombre moyen d’essais si la personne remet la clé qui n’est pas
la bonne dans le trousseau.
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Solution Exercice

1 X: ”Le nombre d’essais pour ouvrir la porte si la personne élimine
après chaque essai la fausse clé” suit la loi uniforme (E (X ) = n+1

2 ).
En effet,

P(X = 1) =
1

n

P(X = 2) =
n − 1

n

1

n − 1
=

1

n

P(X = 3) =
n − 1

n

n − 2

n − 1

1

n − 2
=

1

n
...

P(X = k) = Πi∈[1;k−1]

[
n − i

n − (i − 1)

]
1

n − (k − 1)
=

1

n

où les termes en rouge représentent la probabilité d’échec pour
chaque cas.
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Solution Exercice

1 Y: ”le nombre d’essais pour ouvrir la porte si la personne remet
après chaque essai la fausse clé” suit la loi géométrique de
paramètre p = 1

n car ce qu’on cherche ici est le nombre d’essais
jusqu’au premier succès qui correspond à l’ouverture de la porte
donc le nombre moyen d’essais est E (X ) = 1

p = n.
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi hypergéométrique

Contexte : On sélectionne sans remise n ampoules aléatoirement d’un
entrepôt contenant N ampoules dont m sont défectueuses et le reste non
défectueuses.

Soit X nombre d’ampoules défectueuses. Alors:

P(X = i) =

(
m
i

)(
N −m
n − i

)
(

N
n

) , i ∈ [max(0, n +m − N),min(m, n)]

On dit alors que X est une variable qui suit la loi hypergéométrique
de paramètres n,m et N
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi hypergéométrique

▷ X suit la loi hypergéométrique de paramètres (N; n;m) si
X (Ω) = [max(0, n − N −m));min(n,m)] et

∀i ∈ [1; n], P(X = i) =

 m
i

 N −m
n − i


 N

n


▷ On note X ∼ H(N,m, n)

▷ Il s’agit d’une loi dont tous les poids de probabilité sont identiques.

▷ E(X ) = nm
N , Var(X ) = N−n

N−1
m
N (1−

m
N ).
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Loi hypergéométrique

Exercice: Une entreprise vend des caméras par lot de 40. On sait
que d’habitude il y a 4 caméras défectueuses dans un lot produit,
calculer la probabilité que trois caméras défectueuses soient
observées dans un échantillon de taille 5.
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités discrète

Solution

Soit X : ”Le nombre de caméras défectueuses dans un échantillon de
taille 5”. Alors X ∼ H(40, 4, 5). Par conséquent,

P(X = 3) =

(
4
3

)(
36
2

)
(

40
5

)
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités continues

Loi uniforme continue

▷ X suit la loi uniforme continue sur [a, b] si elle a pour densité f
définie par

f (x) =

{
0 si x /∈ [a; b]
1

b−a si x ∈ [a; b]

▷ On note X ∼ U[a,b]

▷ E(X ) = a+b
2 , Var(X ) = (b−a)2

12 .
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités continues

Loi uniforme continue

Exercice: Supposons que le temps d’arrivé au travail le matin suit
la loi uniforme continue dans l’intervalle [8h00, 9h00]. Quelle est la
probabilité qu’une personne arrive entre 8h20 et 8h40.
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités continues

Loi uniforme continue

Solution: Soit X: le temps d’arrivé en minutes et Soit 8h00
l’origine du temps. Alors:

P(20 ≤ X ≤ 40) =

∫ 40

20

f (x)dx

=

∫ 40

20

1

60− 0
dx =

1

3
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités continues

Loi exponentielle

▷ X suit la loi exponentielle de paramètre λ > 0 si elle a pour densité:

f (x) =

{
0 si x < 0

λe−λx si x ≥ 0

▷ On note X ∼ E(λ).

▷ E(X ) = 1
λ , Var(X ) = 1

λ2 .

▷ X satisfait à la relation de perte de mémoire suivante:

∀s ∈ R+, ∀t ≥ 0, P(X > s + t/X > t) = P(X > s)
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités continues

Exercice

Un opérateur mobile souhaite recommander la meilleure offre à des
clients potentiels. Si la durée moyenne (en min) des appels de ces
clients suit la loi exponentielle de paramètre λ = 1

3 . Quelle est la
probabilité qu’un client passe plus de 6 minutes par appel.
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités continues

Solution

Soit X la durée moyenne des appels: X ∼ E(λ), on cherche à calculer
P(X ≥ 6). D’après la définition de la loi exponentielle, on a:

P(X ≥ 6) =

∫ +∞

6

λe−λxdx

=

[
− e−λx

]+∞

6

= e−2
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités continues

Exercice:

Exercice: Soit X la variable aléatoire discrète qui correspond au
nombre de fois q’un évènement rare surgisse dans une unité de
temps s. Puisque la probabilité de l’occurrence de l’évènement rare
est très petite dans une unité de temps s, on considère que X suit la
loi de Poisson de paramètre λs

1 Quelle est la densité de la loi de la variable aléatoire Y qui
correspond à la durée entre d’occurrence de l’évènement et et sa
prochaine occurrence.
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités continues

Solution:

On a:

FY (s) = P(Y ≤ s) = 1− P(Y > s)

= 1− P(X = 0)

= 1−
∫ +∞

0

e−λλ
0

0!
= 1− e−λs

Alors,

fY (s) =
dFY (s)

ds
= λe−λs , ∀s ≥ 0
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités continues

Loi normale de paramètre µ et σ

Définition (Loi normale)
On dit qu’une v.a Y suit la loi normale (i,e Y ∼ N (µ, σ2) et σ > 0) s’il a
une densité fY définie par:

∀t ∈ R, fY (t) =
1

σ
√
2π

e
−(t−µ)2

2σ2

▷ E(Y ) = µ, Var(X ) = σ2.
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités continues

Loi normale centrée réduite

Définition (Loi normale centrée réduite)
On dit qu’une v.a X suit la loi normale centrée réduite (X ∼ N (0, 1)) si
elle a une densité fX définie par:

∀t ∈ R, fX (t) =
1√
2π

e
−t2

2

▷ E(X ) = 0, Var(X ) = 1.

X ∼ N (µ, σ2) ⇒ X−µ
σ ∼ N (0, 1).
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités continues

Graphique de la Loi normale

68% des observations sont dans l’intervalle [µ− σ, µ+ σ]

95% des observations dans [µ− 2σ, µ+ 2σ]

99,7% des observations dans [µ− 3σ, µ+ 3σ]
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités continues

Table de N (0, 1)
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités continues

Exercice: N (0, 1)

Soient a et b deux réels tels que a ≥ b ≥ 0 et soit φ la fonction de
répartition de N (0, 1). Trouver les probabilités en fonction de
φ(a), φ(b) sachant que X ∼ N (0, 1)

P(X > a)
P(a ≤ X ≤ b)
P(X ≥ −a)
P(X ≤ −a)
P(≤ X ≤)
P(−b ≤ X ≤ −a)
P(−a ≤ X ≤ a)
P(−a ≤ X ≤ b)
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités continues

Exercice: N (0, 1)

P(X > a) = 1− φ(a)

P(a ≤ X ≤ b) = φ(b)− φ(a)

P(X ≥ −a) = φ(a)

P(X ≤ −a) = 1− φ(a)

P(−b ≤ X ≤ −a) = φ(b)− φ(a)

P(−a ≤ X ≤ a) = 2φ(a)− 1

P(−a ≤ X ≤ b) = φ(b) + φ(a)− 1
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités continues

Théorème Central Limite

Théorème (Théorème Central Limite)
Soit Sn =

∑
i≤n Xi où (Xi ) est une suite de v.a indépendantes de même

loi d’espérance m et de variance σ2 < +∞ (identiquement distribuées),
alors la loi de probabilité de Sn−nm√

nσ
tend vers N (0, 1) lorsque n → +∞.

Convention: Quand n ≥ 30, on applique le théorème central limite.
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités continues

Exercice

Exercice: Le durée de vie d’un appareil optique produit dans une
usine suit la loi exponentielle de moyen 500 par unité de temps. On
souhaite calculer la probabilité que la durée de vie moyenne de 100
appareils produits soit comprise entre 450 et 550
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Introduction aux Probabilités

Lois de probabilités continues

Solution:

Soit Xi la durée de vie d’un appareil i , (i ∈ [1; 100]). Xi ∼ E(λ) et
E (X ) = 500 alors µ = 500, σ = 500 et λ = 1

500 . Soit X̄ =
∑n

i
Xi

n
(où n = 100), on souhaite calculer:

P(450 < X̄ < 550) = P

(
450− 500

50
<

X̄ − µ
σ√
n

<
550− 500

50

)
≃ P(−1 < Z < 1)

≃ 2φ(1)− 1 = 2 ∗ 0.84− 1 = 0.68
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