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Probabilités et Applications

Introduction

m Les probabilités permettent d'étudier des phénomenes aléatoires.

m La paternité des probabilités est attribuée a Pascal qui a exposé le
probleme des parties.en

OCUMeAT 1t to-be tSed unsac;lﬂné.sglﬂigms reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU

m L'objectif du cours est d'apprendre les connaissance de base en
probabilités comme porte d’entrée du monde des statistiques et
Data Science.

m Le cours sera orienté vers des applications.
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Probabilités et Applications

Probleme des parties

m Deux joueurs jouent aux jeux du hasard. lls misent chacun 32
unités. Pour gagner, il faut gagner 3 parties.

m Si aprés 3 parties, le résultat est 2 pour le ler et 1 pour le 2éme. Les
issues de la 4eme partie : 3-1 ou 2-2. S'ils décident d’abandonner, le
gain du ler.gest.32:5:32 50,0748 £F.RAVLIE.A0ME 65.,32%0.5=16.

m Si aprés 2 parties, le résultat est 2 pour le ler et 0 pour le 2éme. Les
issues de la 3eme partie : 3-0 ou 2-1. S'ils décident d’abandonner, le
gain du ler est 48+16*%0.5=56 et pour le 2eme est 16*0.5=8

m Si apres une partie, le résultat est 1 pour le ler et 0 pour le 2eme.
Les issues de la 2éme partie : 2-0 ou 1-1. S’ils décident
d’abandonner, le gain du ler est 32+(56-32)*0.5=44 et pour le
2&me est 8+(56-32)*0.5=20
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

(- Espace échantillon et événements

Expérience aléatoire, univers

Définition (Expérience aléatoire, univers)

m On appelle expérience aléatoire une expérience sur un systéme dont

] ' u d’'av. ut varier si ol
le résultat n'est pas connu d’avance et peut varier si on répéte cette
eXpe’rl'enCéJUt:umenl not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

m On appelle univers (espace échantillon) I'ensemble des résultats
possibles. Il est noté Q.

Exemple : [Jeter une piece de monnaie, (P, F)], [lancer des dés, (1;6)],
prélever des boules dans une urne multicolore (bleu, vert, rouge).
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

(- Espace échantillon et événements

Evenement, Terminologie

Définition (Evenement)
Un sous ensemble de Q) est appelé événement. On note par A I'ensemble
des éveénements relatifs a I'expérience aléatoire.

Terminologie probabili

te:
Document not Iu%e used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

Evénement impossible 20
Evenement contraire 3 A : A

Aou B cAUB
Aet B :ANB

A implique B :ACB

A et B incompatibles cANB =1
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

L Espace échantillon et événements

Propriétés des évenements

ANB=BnNA, AUB=BUA
( AN B) (Oyeentaot tofle Fs‘ﬁd(:BaclﬁR'g.@r};ﬂs reserved by the aul'()Arull})hBe) AS§E(Gos= A | ( B U C)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AUu(BNC)=(AUB)N(AUC)

ANB=AUB AUB=ANB
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

(- Espace échantillon et événements

Expérience aléatoire, univers

Définition (Partition)
Une partition de I'univers est un ensemble de n événements A, ..., A,
qui sont incompatibles deux a deux et dont I'union est I'univers, i.e:

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
n
@] i=1 ./4 i = Q
AinA; = 0, Vi#je{l,..,n})

Exercice: Quel est le nombre de partitions dans un ensemble de 3 ou 4
évenements?
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

(- Espace probabilisable

Définition (Tribu, Espace Probabilisable)

Une tribu C est un espace d'événements qui satisfait aux conditions

suivantes:
Q0 c ¢ (1)
Document not to be used for (ea@nﬂ/\l%hl@e’sewed by the alﬁr.%ﬁ lzo;pamed ASSELLAOU. (2)
VieN, A eC, UjA; e C (3)

L’espace probabilisable n'est autre que le couple (Q2,C).

Exemples: {Q, (0} est une tribu. L'ensemble de toutes les parties de Q
est également une tribu.

8/74



Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités
(- Notion de probabilité

Notion de probabilité
Définition (Probabilité)

A chaque événement A un poids P(A) indiquant sa chance d'étre réalisé
si I'on effectue I'expérience aléatoire.

Définition (Probabilité (Formulation mathématique))
Etant donné un espace probabilisable (Q2; A), on appelle probabilité sur
(Q; A) toute application” P A R sstistaisant alx trois propriétés
suivantes:

. YAE A, P(A)>0

. P(Q)=1

« Pour toute suite (A,) d'éléments deux & deux disjoints,

P(UnA,) = f P(A,)
n=0
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités
L Notion de probabilité

Notion de probabilité

m Cas d'équiprobabilité: (€ fini de cardinal n.)

VAe A, P(A) = Card(A) (4)

n

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

m La relation (4) est fausse dans le cas général.

m Exercice : Soient A et B deux événements. Montrer les relations
suivantes:

P(A) = 1-P(A)
P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB)
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Introduction aux Probabilités
L Notion de probabilité

Proposition

Notion de probabilité

Toute probabilité P posséde les propriétés suivantes:

P@)=0

Y(A,B) € A2, AC B= P(A) < P(B)
Formule de crible de Poincaré: Y(Ay, Az, ..., A,) € A",

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

P(UL1A)

_|_
+

ST PAY- DY P(ANAY)

1<i<n 1<i<i<n

(—1)k1 > P(A, N A, N ...

(1)t P(AiNAN..NA,)

N Aik)
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

L Probabilité conditionnelle

Probabilité conditionnelle

Définition
Soit B un événement de probabilité non nulle. On appelle probabilité
conditionnelle a B, ou probabilité sachant B, associée a P I'application:

A—=R
") A_, PANB)

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

On la note aussi P(A/B).

B

= La probabilité conditionnelle Pg est une probabilité satisfaisant aux
trois propriétés déja mentionnée.

= Formule de probabilité enchainée:

P(AiNnAN..NA) = PA/AN. .NA)PA/AsN...NA,)
. P(A,_1/A)P(A))
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Probabilités et Applications

Introduction aux Probabilités

L Probabilité conditionnelle

Probabilité conditionnelle

Exemples: On jete deux fois une piece de monnaie. Quelle est la
Ddcur its reserved by the author, Dr. Mohamed ASSI

ment not to be used for teaching. Al rig| LLAOU.

probabilité d'avoir " pile” si un des deux résultats est "face".
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Introduction aux Probabilités

L Probabilité conditionnelle

Formule de probabilité totale, Formule de Bayes

Définition
Soit (Bi)1<k<n une partition de Q telle que Yk, P(Byx) > 0. Alors on a
a la formule de probabilité totale suivante:

VA, P(A)= > P(ANB) = >  P(A/B)P(Bx)

1<k<N 1<k<N

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

= Systeme complet {A;; /Tl}, la formule de probabilité totale:
P(A) = P(A/A1)P(A1) + P(A/A1)P(Ar)
= Formule de Bayes:

P(A/B) = %
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Llntroduction aux Probabilités

L Probabilité conditionnelle

Exercice

. Exemple 1: On considere une urne U; contenant deux boules
blanches et une boule noire, et une urne U, contenant une boule
blanche et une boule noire. On choisit une urne au hasard puis on

71N menl n (0 be ised for (each\ Al rights reserved (he autpor, Dr. Mlohamed ASSELLAQU. -
préleve uné dans cette livne: V&S Boules sont indiscernables au
toucher.

1 Quelle est la probabilité de tirer une boule blanche?
2 Si la boule tirée est blanche, quelle est la probabilité que la boule
soit extraite de I'urne U;?
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Introduction aux Probabilités

(- Indépendance des événements

Indépendance des évenements

Définition
A est indépendant de B si P(A/B) = P(A) ou si P(B) = 0.

= A est indépendant-de-f3 siatigestementsgi- P (A P(B)P(A).

= Cas général: la famille (Ax)ke; est dite famille d'évenements
mutuellement indépendants si pour tout J C /, on a:

P(UjesAj) = NjesP(A))
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Introduction aux Probabilités

L Variable aléatoire

Fonction de répartition

Définition

Soit (2; A; P) un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire
une application X de I'univers Q dans R dans la valeur X(w) dépend
du résultat obtenu de I'expérience aléatoire.

La loi de probabilité sur les sous ensembles de X(Q2) est appelée loi
de probabilité de la v.a X.

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

On appelle la fonction de répartition de X I'application:

_{R%mq

Nt PX <)

Fx est croissante.

Fx est continue a droite en tout point de R.
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Introduction aux Probabilités

L Variable aléatoire

Variable aléatoire discrete
Définition
Une variable aléatoire X est dite discréte si } -, xq) P(X = t) =1
(autrement dit si X(Q2) est fini ou dénombrable).

Loi d’une v.a discréte: I'ensemble des probabilités P(X=x) telles que
x € X(Q).

Exemple: soit X3 % 4 sTéatoire" correspoidahte s &suttat de résultat
du lancement d'un dé, donner la loi de X:

X; 123456
PO [ [ E[E[ 31213

NB. X suit la loi uniforme (P(X = x;) = %, V1 < i < n). Fonction de

répartition

X 1[2[3[4]5]6
PX<x) s[5z [a[8]¢1
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Introduction aux Probabilités

L Variable aléatoire

Variable aléatoire discrete

La fonction de répartition s'écrit sous la forme suivante:

0 if t<x
P1 if x1 <t<xo

ﬁocu(\efj\o( to be ed fur tea hlng All rights reseryfd by the a%]or Dr. Mohamed ASSELLAOU.
b2 X

Z?le,':]. if x, <t

. La fonction de répartition de la variable discréte est une fonction en
escalier.
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Introduction aux Probabilités

LVariabIe aléatoire

Représentation graphique de la loi d’une v.a discrete

Fy(x)
1 <
n-1

L -

Documes DtJ\u b used for teaching. Al rights reserved by the author, D. Mv.)hamev.iI ASSELLAOU.
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Llntroduction aux Probabilités

L Variable aléatoire

Exercice v.a discréte

Exercice: Soit X la variable aléatoire correspondante au nombre de faces
obtenues aprés 3 lancers d'une piece de monnaie (non truquée). Donner

le support de la variable X, sa loi de probabilité et calculer sa fonction de
répartition.

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
Exercice:  On lance une piece plusieurs fois jusqu'a I'obtention d'une face
ou 4piles. Donner les lois des v.a discretes suivantes:

m X : nombre de fois que la piéce est lancée
®m Y : nombre de piles
m Z : nombre de faces
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Introduction aux Probabilités

LVariabIe aléatoire continue

Variable aléatoire continue

Définition

La variable aléatoire X est dite continue si sa loi de probabilités est
définie par une densité notée fx de R dans R™ telle que

Vi, to € RU{too} tels que t; < tp, on a

t.
Ducumenlptcutl)f us§ fuyecf{g. /i_lzvijlls;serjfblﬁhef)??tr.r Ij.g);’]amed ASSELLAOU.
t1

m Loi d’'une v.a continue: Calcul de sa densité.
n [ R(t)dt=1

[ ] Fx(X) = fjoo fx(f)dt.
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Introduction aux Probabilités

[ Variable aléatoire continue

Représentation graphique d'une densité d'une v.a ¢

Flz) = PIX < 2) — .[;f{t}dt

Document not to be used for tegatging. Al ights re

Pla < X = B — £1(5) — Fia)

fiE)
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Introduction aux Probabilités

LVariabIe aléatoire continue

Exercices

Exercice : Soit Fx la fonction de répartition de la v.a X qui s'écrit
sous la forme:

1—e 2t t>0
Fx(t) = B

Document not to be used for teachi g.QII rights resetleSy trQ author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
Donner la densité de la v.a continue X.
Exercice : Soit fx la densité de la v.a X:
fx(t)=Xe ™ t>0

ol A > 0. Donner la densité de la v.a Y = X2.
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Introduction aux Probabilités

LVariabIe aléatoire continue

Propriétés de la fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire, a < b deux réels, alors:

P(X>a) = 1-Fx(a)
P(X < a) = Fx(a”)
P(X—a) = FX( )—Fx( 7)
Pla< X <b) = Fx(b)—Fx(a")
Pla< X <b) = Fx(b)— Fx(a)
Pla< X <b) = Fx(b”)—Fx(a)
) (

Pla< X <b) = Fx(b")—Fx(a”)

ol Fx(a~) étant la limite a gauche de la Fx en a.
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Introduction aux Probabilités

LVariabIe aléatoire continue
;

Exemple d'une fonction de répartition

Soit la variable aléatoire X caractérisée par la fonction de répartition

suivante:
0 t<0
Document not to be used for teaghing: All rights resgqved by the author, pr. Mohamed ASSELLAOU.
b U
_ )t
Fx(t)=1{ % 1<t<?2
9
10 2<t<3
1 t>3

Calculer P(X < 1),P(X >2),P(X=1),P(1< X <2),P(2< X <4)
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Introduction aux Probabilités

(- Espérance et variance d’une v.a discréte

Espérance et variance d'un v.a discrete

m Le comportement moyen d'une v.a est donnée par |'espérance E :

E(X)= > xP(X=x)

xeX(Q)

Exemple : Soit X(Q) = {-2,1 6} alors
( ) _ _[ﬁcumenpa( used lur(e??)ng Il llg_h by:the %Jljor.—?—r. bgha))r:eﬁiﬁ g 6)

m la dispersion de la variable autour de I'espérance est caractérisée par
la variance donnée par:

Var(X) = E [(X - E(X))Z] — E(X?) — E(X)?

m X est centrée si E(X)=0. Elle est réduite si Var(X)=1.
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Introduction aux Probabilités

(- Espérance et variance d'une v.a c

Espérance et variance d'un v.a continue

m Le comportement moyen d'une v.a continue est donnée par
|"espérance ou :

E(X) = / T i (x)d

Document not to be used for teaching. All rightsre§d@ed by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

m la dispersion de la variable autour de |I'espérance est caractérisée par
la variance donnée par:

Var(X) = E [(X - IE(X))2} — E(X?) — E(X)?
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Introduction aux Probabilités

L Espérance et variance d’une v.a c

Propriétés de I'espérance d'une v.a d
Soient X, Y deux v.a discretes et a € R
E(a) = a
Document not to be used quffg%lD'ighls reserved bazEa(A% ))r. Mohamed ASSELLAOU.
E(X+Y) = EX)+E(Y)

E(X)<E(Y) if X<Y
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Introduction aux Probabilités

L Espérance et variance d’une v.a c

Propriétés de la variance d'une v.a d

Var(X) > 0
Mﬁ@(ﬁ% )e usedTor teachﬁg? AV@:E (e?eg)d by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
Var(X +Y) = Var(X)+ Var(Y)+2Cov(X,Y)

ol Cov(X,Y) = E|(X — E(X))(Y — E(Y))|.

NB. La variable Z = X=EX) gt centrée réduite.
Var(X)
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Introduction aux Probabilités

Lois marginales, indépendance, covariance, corrélation

Lois marginales, indépendance

Définition (Loi du couple)

Soient X et Y deux variables aléatoires. Dans le cas discret, la loi du
couple (X, Y) est la loi de probabilité qui permet de lister I'ensemble des
valeurs P(X = x, Y = y) pour tous les couple (x,y). Dans le cas
continu, la loi du couple (X, Y') revient & définir fx y(x,y) pour calculer
P(X € 1, Y € djnpourteut-couplecintervaties (o )sselies lois marginales
du vecteur (X, Y) sont les lois de X et de Y.

Définition (Indépendance des v.a)

Les deux v.a X et Y sont dites indépendantes si la loi du couple est le
produit des loi marginales, i.e,

P(X =x, Y =y)=PX=x)P(Y =y)
dans le cas continue, on a fix vy(x,y) = fx(x)fy(y)
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LIntmductit:m aux Probabilités

LLois marginales, indépendance, covariance, corrélation

Covariance et corrélation

Définition (Covariance et corrélation)

La covariance et la corrélation des v.a X et Y sont données par les
quantités suivantes:

Cov(X,Y) = EL(X —E(X)) (Y — E( Y))]

Document not to be used for teaching. All tights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

Cov(X,Y)

oY) = ) Var(Y)

m Cas particulier de X et Y indépendantes, on a
Cov(X,Y) = Cor(X,Y)=0;

m Cov(X,X) = Var(X), et Cor(X,X) =1
m Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X, Y).
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Llntroduction aux Probabilités

L Lois de probabilités discrete

Loi de Bernoulli

Contexte : Soit une variable aléatoire qui prend uniquement deux états
(succes et échec). Par exemple:

m X: On lance une piece et on note le résultat " Pile” comme succes et
" F a ce" COPﬁmé"‘é@h e for teaching. Al ights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU

m Y: On lance un dé et on enregistre le résultat 4 comme succes et les
autres résultats comme échec.

> Si on met succés = 1 et échec= 0, alors les deux variables X et Y
sont des variables aléatoires discrétes qui suivent la loi de Bernoulli.
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Introduction aux Probabilités

- Lois de probabilités discrete

Loi de Bernoulli

> X est suit la loi de Bernoulli si X(Q) = {0,1} et P(X =1)=pet
P(X=0)=1-p.

> X peut etrg ntertRrEiée. comMmE.Lindicatbica sk sUacss.

v

On note X ~ Be(p).

v

E(X) = p et Var(X) = p(1 —p).

> Si X ~ Be(p) Calculer E(X + X2 + .. 4+ X™).
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Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités discrete

Loi Binomiale

Contexte : On effectue n expériences indépendantes dont les deux issues
sont deux états (succes ou échec).

m Soit X : | VEEBIe Y EEISIEEigerere-alT Prery T Sinbre de succes
obtenus a I'issue de ces n expériences.

m Soit p est la probabilité du succes, alors X suit la loi binomiale de
parametres n et p
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Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités discrete

Loi Binomiale
> X suit la loi Binomiale si X(£2) = [0; n] et
n

P(X = k) = ( p ) p*(1 — p)"*, Vk €[0;n]

Docurpent not to be used for teaching. All rights reseryed, by the

N aughor, Dr. Mghamed g?ELLAOU, 3 . .
X peut étre interprétée une repétition de n'fols d'une v qui suit la loi
de Bernoulli.

v

v

On note X ~ B(n; p).

v

E(X) = np et Var(X) = np(1 — p).

v

Soit (X,) une suite de v.a indépendantes qui suivent toutes une loi
de Bernoulli de parametre p. Alors leur somme Z = Z7=1 X; suit la
loi binomiale B(n; p).
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Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités discrete

Loi Binomiale

> Exercice : : Soit une urne contenant 8 boules noires et 5 boules
rouges indiscernables au toucher. On procéde a 10 extractions
successives d'une boule, avec remise. Quelle est la loi du nombre de

Document nT)I_Ebe used for (ea?]ing. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

boules rouges obtenues

> Exercice : : Soit n expériences de Bernoulli ou le succés est p. Si on
obtient k succes, quelle est la probabilité que le résultat de la
premiére expérience est un succes.
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Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités discrete

Loi Binomiale Négative

Contexte : On considere une suite d’expériences de Bernoulli dont la
probabilité de succes est p
. Document n be usegl for tgaching. All rights reserved by thg aythor, Dr. Mohamed ASSH{AOU. - . "
m Soit X: la"Variable aléatoire' quiprend 1€ nombre d essais jusqu'a
|"obtention du succés numéro r.

m X suit la loi binomiale négative de paramétre r et p
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Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités discrete

Loi Binomiale Négative

> X suit la loi Binomiale Négative de paramétre p et r si X(Q) = N*
et
k—1 r k—r
PX=k=\{ ,_{ )p(@=p)"" Vkelrn]

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

> On note X ~ NB(r, p)

> X désigne le nombre de répétitions d'une expérience de Bernoulli
nécessaires pour obtenir le succés numéro r.

> B(X) = £, Var(X) = rizf.
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Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités discrete

Loi Binomiale Négative

> Exercice: On lance un dé successivement pendant plusieurs essais,

quelle est la probabilité d'avoir la face 6 pour la 3éme fois a I'essai 8.

Docpanent not to be sed.lur(eaching.AIIrighIs[eserv by the autior, Dr. Mphampd ASSELLAOU

> Exercice : SIon obtient polr Ia 4eme fois a tace 5 a la dixieme
expérience , quelle est la probabilité d'obtenir pour la premiére fois
la face 5 pendant la 3eme expérience et la deuxieme fois la face 5
pendant la 6eme expérience.
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Introduction aux Probabilités

- Lois de probabilités discrete

Solution Exercice

o= (1)(1)' ()

m Utiliser P(E/A) ot E:" avoir le premier face 5 au 3&me essai et le
deuxieéme face 5 au 6éme essai” A:'Obtenir le 3¢me face 5 au 10éme

essai' On 5&iiﬁém not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
P(E N A)

P(A)
(1-p)°p(1—p)°p(1 — P)3P

_ P
()0 s

P(E/A) =
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités discrete

Loi géométrique

Contexte : On considere une suite d’expériences de Bernoulli dont la
probabilité de succes est p

= Soit X: la,variable algatoire gui.prend.le, nombre.d sssais jusqu’a
|"obtention du premier succes

m X suit la loi géométrique de parameétres p

m X suit également la loi Binomiale Négative pour r = 1.
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

- Lois de probabilités discrete

Loi géométrique

> X suit la loi de géométrique de paramétre p si X(Q) = N* et

P(X=k)=p(l-p)?t  keN

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

> On note X ~ G(p

> X désigne le nombre de répétitions d'une expérience de Bernoulli
nécessaires pour obtenir un succes.

> E(X) =2, Var(X) = 122,
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

- Lois de probabilités discrete

Loi géométrique

m Exercice : on lance un dé plusieurs fois jusqu'a I'obtention d'un 4.
Soit X le nombre d'expériences nécessaires pour obtenir le premier 4.
Calculer!

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
P(X =3)
P(X < 4)
P(X >5)
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

L Lois de probabilités discrete

Solution Exercice

52 . 1
P(X=3)=(2)"#¢
6 6

Document not to be used for teaching. All rights, rgervgd by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

P(X <4)=P(X<3)=1-(3)
P(X=25)=P(X>4)=(3)"
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités discrete

Loi de Poisson

Contexte : Supposons que le nombre d'expériences de Bernoulli
effectuées est trés grand n et la probabilité du succes p << n est trés
petite.

m X suit la loi binomiale (notons A\ = np) alors:

P(X =k) = ”—!Ak(l_A)" k. Yk € [0; n]

Document not to be used for (eachln(g nnghls rlse?vegby the author, Dr’l/lohamed ASSELLAOU.

& scri AYn—k ~ g=A
m Lorsque n est trés grand, on peut écrire (1 — 2)"* ~ e™ " et

nk(:!_k!) = n(n_l)',;(kn_kﬂ) ~ 1 et on obtient:
7AAk
P(X =k) =~ 0 , Vk € [0; n]

Dans ce cas X est une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de
paramétre \.
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

- Lois de probabilités discrete

Loi de Poisson

> X suit la loi de Poisson de parametre A si X(Q2) = N et

k
Vk €N P(X:k):e—AA

Document not to be used for teaching. All Nghts reserved b the author, Dr. Moferhed ASSELLAOU.

> On note X ~ P()\)

> La loi de Poisson peut étre interprétée comme la loi limite d'une loi
binomiale B(n; %)

> E(X) = A, Var(X) =X\
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

- Lois de probabilités discrete

Loi de Poisson

> Exercice : La variable aléatoire X suit la loi de Poisson de parameétre
A. On pose

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

V= X +1)(X+2)

Calculer I'espérance de Y.

48/74



Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

L Lois de probabilités discrete

Solution Exercice

> Ona P(X:k)—e_”‘ et on a:
Document ngpw used for teaching. All rights reserved by the aulh% Dr. Mohamed &SELLAOU.

Z(k+1 k+2)e_kﬂ_ (€@ -1
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

L Lois de probabilités discrete

Loi uniforme discrete

> X suit la loi uniforme sur {1;..; n} si

Document not V7 uséd fu{(T(:hln?’A%lTl’s reseﬁd(b%e ghorl. 5r. M:t)har%d ASSELLAOU.
n
> On note X ~ U({1;..;n})

> E(X) = 2, Var(X) = 5L,
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités discrete

Loi uniforme discrete

> Exercice : Une personne souhaitant rentrer chez elle a un trousseau
de n clés. Calculer:

Document not to be used for teaching. All nghls reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
H X: Le nombre moyen d'essais si la personne élimine la clé qui n'est

pas la bonne.

Y: Le nombre moyen d'essais si la personne remet la clé qui n'est pas
la bonne dans le trousseau.
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités discrete

Solution Exercice

X: "Le nombre d’essais pour ouvrir la porte si la personne élimine

aprés chaque essai la fausse clé” suit la loi uniforme (E(X) = 251).
En effet,
1
P(X=1) = -
xX=1 = ;
Document not to be used for jepching. }_u .igms}sewed by the 1u|hor. Dr. Mohamed ASSELLAOU.
P(X=2) = = -
n n—1 n
n—1n—-2 1 1
P(X=3) = [
( ) n n—1n-2 n
n—i 1 1
P(X=k) = [icpp_ = -
( ) iElLik 1][n—(i—1)]n—(k—1) n

ou les termes en rouge représentent la probabilité d'échec pour
chaque cas.
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités discrete

Solution Exercice

Y: "le nombre d’'essais pour ouvrir la porte si la personne remet
apres chacLue essai la fausse clé” suit la loi %eometrlguue de
ocument nTu be used for teaching. Al ights reserved by the author, Dr. MBhamed A
parametre p = = car ce qu'on cherche ici est le nombre d’essais
jusqu’au premler succés qui correspond a I’ ouverture de la porte

donc le nombre moyen d'essais est £(X) = p =n.
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités discrete

Loi hypergéométrique

Contexte : On sélectionne sans remise n ampoules aléatoirement d'un
entrep6t contenant N ampoules dont m sont défectueuses et le reste non
défectueuses.

m Soit X nombre d'ampoules défectueuses. Alors:
Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
m N—m
) i n—i . .
P(X=1i)= , i € [max(0,n+ m— N), min(m, n)]

N

n
On dit alors que X est une variable qui suit la loi hypergéométrique
de parametres n,m et N
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

- Lois de probabilités discrete

Loi hypergéométrique

> X suit la loi hypergéométrique de parameétres (N; n; m) si
X(Q) = [max(0,n — N — m)); min(n, m)] et

m N—m
i n—i
VI € [1' n] bucunﬁ&xﬁbﬁseﬁ ne:aching.Allrighisres rvedNthe thor, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
n

> On note X ~ H (N, m, n)

> |l s'agit d'une loi dont tous les poids de probabilité sont identiques.

> E(X) = nf, Var(X) = {=2m(1—m).

55/74



Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités discrete
:

Loi hypergéométrique

m Exercice: Une entreprise vend des caméras par lot de 40. On sait
que d'habfereterite g e 4 eeimrérng-défertyeusag-gansui lot produit,
calculer la probabilité que trois caméras défectueuses soient
observées dans un échantillon de taille 5.
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

- Lois de probabilités discrete

Solution

m Soit X: "Le nombre de caméras défectueuses dans un échantillon de
taille 5”. Alors X ~ (40, 4,5). Par conséquent,

Document not to be used for teaching. Al rights ry serv$ byYpe a or.3r6vlloh ed ASSELLAOU.
3 2
PX=3)=~—/ "1

(%)
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités continues

Loi uniforme continue

> X suit la loi uniforme continue sur [a, b] si elle a pour densité f

définie par
0 six La; b
Document not to ft‘e(i*’d rieachigg. All righls reser\:ed by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
55 Si x € [a; b]

> On note X ~ U, p

> B(X) = 252, Var(X) = &2
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

- Lois de probabilités continues

Loi uniforme continue

m Exercice: Supposons que le temps d'arrivé au travail le matin suit
. . Document not to be uged for teaching. All rights reserved by the guthorDr. Mohamed ASSE! X

la loi uniforme continue dans I'intervalle [%hﬁa@, ﬁmbﬁr Quelle est la
probabilité qu'une personne arrive entre 8h20 et 8h40.
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités continues

Loi uniforme continue

m Solution: Soit X: le temps d'arrivé en minutes et Soit 8h00
I'origine du temps. Alors:

P(20 < X <40) = f(x)dx

Document not to be used for teaching. All rights reserved by 75& r, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

20

40 1 1
= dx = =
/20 60—07 "3
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

- Lois de probabilités continues

Loi exponentielle

> X suit la loi exponentielle de parameétre A > 0 si elle a pour densité:

0 six <0

f- p—
(x) Ae ™™ six >0

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

On note X ~ &(A).

v

> E(X) = 1, Var(X) = &.
> X satisfait a la relation de perte de mémoire suivante:

Vs e RT, Vvt >0, P(X >s+t/X>t)=P(X >s)
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités continues
:

Exercice

m Un opérateur mobile souhaite recommander la meilleure offre a des
clients potentiets::Shilacduréermeyennesfen mvimpsdescappels de ces
clients suit la loi exponentielle de parameétre \ = % Quelle est la
probabilité qu'un client passe plus de 6 minutes par appel.
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Probabilités et Applications

Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités continues

Solution

m Soit X la durée moyenne des appels: X ~ E(X), on cherche a calculer
P(X > 6). D’apres la définition de la loi exponentielle, on a:

Document not o be used for teaching. Al ights reservfd by author, Dr. Xlohamed ASSELLAOU.
= Ae™d
e X
6
—+o00
—Ax -2

= |: — e = e

6
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Probabilités et Applications
Llntroduction aux Probabilités

[ Lois de probabilités continues

Exercice:

m Exercice: Soit X la variable aléatoire discréte qui correspond au
nombre de fois q'un événement rare surgisse dans une unité de
temps s. Puisque la probabilité de I'occurrence de I'événement rare
est trés pefitE dans iRe UHite getempe"s,"on considere que X suit la

loi de Poisson de parametre A\s
Quelle est la densité de la loi de la variable aléatoire Y qui
correspond a la durée entre d'occurrence de I'événement et et sa
prochaine occurrence.
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

[ Lois de probabilités continues

Solution:

m On a:
v(s)=P(Y <s) = 1-P(Y>5s)
1-P(X=0)
Document not to be used for teaching. All rights reserved by the AtToRSr. Mohamed/\\QELLAou
= 1- f S =1l-e —As
0 0!
Alors,
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités continues

Loi normale de parametre y et o

Définition (Loi normale)

On dit qu'une v.a Y suit la loi normale (iie Y ~ N(p,0%) et o >0)s'il a
une densité fy définie par:

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
2
1 —(t=p)

VtGR, fy(t) = e 202
v(6) oV 2w

> E(Y)=p, Var(X) =02
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités continues

Loi normale centrée réduite

Définition (Loi normale centrée réduite)

On dit qu'une v.a X suit la loi normale centrée réduite (X ~ N(0,1)) si
elle a une densité fx définie par:

Document not to be used for teaching. All rights reserved bithe author, D2r. Mohamed ASSELLAOU.

vt € R, fx(t) = \/?e_;
i

> E(X) =0, Var(X)=1.
m X~ N(p,0%) = X8 ~ N(0,1).
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

- Lois de probabilités continues

Graphique de la Loi normale

4%, \\\

the guthor, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

Document not to be used for tefichirlg. ﬁﬁi‘r%l

i-3¢c K-2¢ p-o u

m 68% des observations sont dans l'intervalle [ — o, i + o]
m 95% des observations dans [ — 20, i + 20]
m 99,7% des observations dans [ — 30, 1 + 30]
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Probabilités et Applications

Introduction aux Probabilités

[ Lois de probabilités continues

Table de M/(0,1)

P(x<u)
.00 0.01 0.02 0.03 0.0% 0.05 0.06 0.0

0.0 0,5000 0,5040 0,5080 05120 0.5160 0.5199 05239 0,5279
0.1 05398 05438 0,5478 0,5517 0,5557 05596 05636 | 05675
02 | os7es | osss2 | oss7i | ossie | oseas | osesT | 06026 | 06064
0.3 06179 06217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 10,6406 10,6445
04 | 06534 | 06591 | 06628 | o664 | 06700 | 06736 | w6772 | 06808
05 0,6915 0,6950 0,695 0,7019 0,7054 0,7088 07123 0,7157
0.6 | 07257 | o781 | 07324 | 07357 | o738 | 07422 | 07454 | 07486
0,7 07580 | 07611 0,7642 0,7673 07734 | 07764 | 0,779+
0.8 | o7ss1 | o910 | 07938 | 07967 08023 | msosy | osors
0.2 | o Booumentmotdo b for tdachings Al fi 4uthor3Dr.

1.0 | osa13 | osass | ossr | osass 08531 | o554 | 08577
1,1 08643 10,8665 08686 08708 08749 8770 08790
12 02849 10,3869 0,8888 08844 10,8962 0,2980
13 | 09032 | 09049 | 05066 os11s | 0131 | 09147
14 09192 09207 09222 0,9265 09279 09292
1.5 | os33:2 | 09345 | 09357 09304 | 09408 | 09418
1.6 09452 0,9463 09474 09505 09515 0,9525
1.7 | 09534 | 09564 | 09573 ossee | vosos | ossis
1.8 0.9641 09649 10,9656 09664 0,9678 10,9686 0,9693
179 | osmz | os71s | 09726 | 08732 05744 | 09730 | 09756
20 09772 09778 09783 09788 09798 10,9803 09808
2.1 | ossa | 0926 | 08I0 | 0sss ossax | ossis | 03350
22 | 09861 | 09864 | 09863 | 09871 09678 | ooss1 | 09884
23 0,9893 09856 05898 09501 0,9906 10,9909 0,9911
24 | osms | 09920 | 09922 | oses 09920 | 09931 | 09932
25 | oss3s | osss0 | ossar | osess ossa6 | ossas | 0ssa
26 09953 09955 09936 09957 0.9960 0.9961 09962
27 09965 09966 0,9967 0,9968 09970 09971 09972
23 | 09974 | 09975 | 09976 | omerr oge7s | 09979 | 09979
29 0,9981 09982 09982 0,9983 0,9984 10,9985 09985
30 | 08987 | 09987 | 0sse7 | osses ogses | 09989 | 0999
3.1 09990 | 09991 0,9991 0,9991 0,9992 09992 | 0,9992
32 09993 0,9993 09994 09904 0.0004 10,9994 0,9995
33 09995 09995 09995 09996 0,9996 0,9996 0,9996
34 | 09997 | 09997 | 09997 | 0ss97 05967 | 09997 | 09987
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Probabilités et Applications

Introduction aux Probabilités

- Lois de probabilités continues

Exercice: N(0,1)

m Soient a et b deux réels tels que a > b > 0 et soit ¢ la fonction de
répartition de NV (0,1). Trouver les probabilités en fonction de
©(a), p(b) sachant que X ~ N(0,1)

P(X > a)

X < -a)
<
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités continues

Exercice: N(0,1)

P(X >a)=1-¢(a)

P(a < X < b) = p(b) — ¥(a)

P(X = —2).i75 R0 s rtscnng At s oo yn s 0. vramos s
P(X < —a) =1-(a)

P(=b < X < —a) = ¢(b) — ¢(a)

P(—a< X <a)=2p(a)—1

P(—a < X < b)=¢(b)+ ¢(a) —1
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Probabilités et Applications
Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités continues

Théoreme Central Limite

Théoreme (Théoreme Central Limite)

Soit Sn = 3 i< Xin@l {Xi). £51, 5. 34itS, d8.1.3 indepengantes de méme
loi d’espérance m et de variance 0% < +oco (identiquement distribuées),

alors la loi de probabilité de 5%’;’" tend vers N'(0,1) lorsque n — +o0.

m Convention: Quand n > 30, on applique le théoréme central limite.
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Probabilités et Applications

Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités continues
:

Exercice

m Exercice: Le durée de vie d'un appareil optique produit dans une
usine suit tauloirexpenentiellecde-moyenrb00-par emité. de temps. On
souhaite calculer la probabilité que la durée de vie moyenne de 100
appareils produits soit comprise entre 450 et 550
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Probabilités et Applications

Introduction aux Probabilités

(- Lois de probabilités continues

Solution:

m Soit X; la durée de vie d'un appareil i, (i € [1; 100]) Xi~E(N) et
E(X) = 500 alors p = 500, o = 500 et \ = Soit X = Y7 %
(otr n = 100), on souhaite calculer:

500

Duc:menl not to be used for teaching. All righjs re tﬂh%ﬁ]ﬁ Dr. MOh?dESELLAOU. 550 _ 500
P(450 < X < 550) = P( <o )
50 2 50
~ P(-1<Z<1)
~ 2p(1)—1=2+%0.84—1=0.68
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