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Probabilités et Statistiques pour la Science des données

Introduction

m Les probabilités permettent d'étudier des phénomenes aléatoires.

m Les statistiques sont aujourd'hui utilisées dans presque tous les
domaines.
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m L'objectif du cours est de développer chez les étudiants les
compétences de base en statistiques comme porte d’entrée du
monde de Big Data et Data Science.

m Le cours sera orienté vers des applications sur des logiciels tels que R
et Python.
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Probabilités et Statistiques pour la Science des données

Plan

Partie 1.

Rappels de probabilités.

Statistiques descriptives.

Echantillonnage, Estimation d'un paramétre, Estimation par
intervalle de confiance.

Tests paramétriques et non paramétriques.

Test &cumﬁoti?e used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
Analyse de la variance a un facteur.

Régression linéaire simple.

H Partie 2.

m Théorie de la décision, statistique fréquentiste et bayésienne
m Estimation, statistique exhaustive, information de Fisher et
maximum de vraisemblance

Eléments de statistique asymptotique, intervalles de confiance
m Théorie des tests
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Probabilités et Statistiques pour la Science des données

LRappeI des Probabilités
Pre ilités conditit Théore de Bayes

Expérience aléatoire, univers

Définition (Expérience aléatoire, univers)

m On appelle expérience aléatoire une expérience sur un systéme dont
le résultat g, e5t.RA%.CQ0AH H.AVANGE EL.REHEVANGE SbON répete cette
expérience.

m On appelle univers I'ensemble des résultats possibles. Il est noté ).

Exemple : [Jeter une piece de monnaie, (P, F)], [lancer des dés, (1;6)],
prélever des boules dans une urne...
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Rappel des Probabilités
Pr ilités conditi Théore de Bayes

Evenement, Terminologie

Définition (Evenement)
Un sous ensemble de Q) est appelé événement.On note par A I'ensemble

des évenements relatifs a I'expérience aléatoire.

Terminologie probabiliste:
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Evenement certain

Eveénement impossible 20
Evénement élémentaire s {w}
Evénement contraire 3 A : A

Aou B :AUB
Aet B cANB

A implique B :ACB

A et B incompatibles cANB=1
w réalise A tweA
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LRappeI des Probabilités
Pre ilités conditit Théore de Bayes

Notion de probabilité
Définition (Probabilité)
A chaque événement A un poids P(A) indiquant sa chance d’étre réalisé
si I'on effectue I'expérience aléatoire.
Définition (Probabilité (Formulation mathématique))

Etant donné urrEspE e protsabilfsable (A i gppEfe Brobabilité sur
(2; A) toute application P : A — R satisfaisant aux trois propriéts
suivantes:

. VA A, P(A)>0
. P(Q) =1
« Pour toute suite (A,) d'éléments deux & deux disjoints,

P(UnAn) = f P(A,)
n=0
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Rappel des Probabilités
[ o .

P condit Théore de Bayes

Notion de probabilité

m Cas d'équiprobabilité: (L fini de cardinal n.)

Document not to be usevﬁacéngﬂtighis pe(v/edjy tréaumc.af ferAd)ASSELLAOU. ( 1)

m La relation (1) est fausse dans le cas général.
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Rappel des Probabilités
Pr ilités conditi Théore de Bayes

Notion de probabilité
Proposition

Toute probabilité P posséde les propriétés suivantes:
P(0®) =0
V(A,B) € A%, AC B= P(A) < P(B)
Formule de crible de Poincaré: Y(Ay, Az, ..., A,) € A",

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
PULLA) = > PA)— > P(A,NA,)
1<i<n 1<i<i<n
R
+ (=1)1 > P(A, NA,N...0A,)

+ (=1)"! P(AiNnAyN...NA,)
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LRappeI des Probabilités
Pre ilités conditit Théore de Bayes

Probabilité conditionnelle
Définition
Soit B un événement de probabilité non nulle. On appelle probabilité
conditionnelle a B, ou probabilité sachant B, associée a P I'application:

A—R
Pg : A PLANB)
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On la note aussi P(A/B).

= La probabilité conditionnelle Pg est une probabilité satisfaisant aux
trois propriétés déja mentionnée.

= Cas d'équiprobabilité: est ce que la probabilité Pg est uniforme?
= Formule de probabilité enchainée:

P(AiNAN..NA) = PA/AN..NA)PA/AsN...NA,)
. P(A,_1/ANP(A))

9/114



Probabilités et Statistiques pour la Science des données
Rappel des Probabilités
Pr ilités conditi Théore de Bayes

Formule de probabilité totale, Formule de Bayes
Définition
Soit (Bk)1<k<n une partition de Q telle que Yk, P(By) > 0. Alors on a
a la formule de probabilité totale suivante:

VA, P(A)= Y  P(ANB) = Z P(A/By)P(Bx)

1<k<N 1<k

Document not fo bé Used for teaching. Al rights reserved by the aulhor Dr. Mohamed ASSELLAOU.

— Systeme complet {A;; A1}, la formule de probabilité totale:
P(A) = P(A/A1)P(A1) + P(A/A1)P(A)
= Formule de Bayes:

P(B/A)P(A)
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LRappeI des Probabilités
Pre ilités conditit Théore de Bayes

Exercice

. Exemple 1: On considere une urne U; contenant deux boules
blanches et une boule noire, et une urne U, contenant une boule
blanche et une boule noire. On choisit une urne au hasard puis on

71N menl n (0 be ised for (each\ Al rights reserved (he autpor, Dr. Mlohamed ASSELLAQU. -
préleve uné dans cette livne: V&S Boules sont indiscernables au
toucher.

1 Quelle est la probabilité de tirer une boule blanche?
2 Si la boule tirée est blanche, quelle est la probabilité que la boule
soit extraite de I'urne U;?
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Rappel des Probabilités
Lr ilités conditi Théore de Bayes

Indépendance des évenements

Définition
A est indépendant de B si P(A/B) = P(A) ou si P(B) = 0.

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU

= A est indépendant de B si et seulement si P(AN B) = P(B)P(A).

= Cas général: la famille (Ax)ke; est dite famille d'évenements
mutuellement indépendants si pour tout J C /, on a:

P(UjesAj) = NijesP(A))
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LRappeI des Probabilités
Pre ilités conditit Théore de Bayes

Fonction de répartition
Définition
.« Soit (2; A; P) un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire

une application X de I'univers Q dans R dans la valeur X(w) dépend
du résultat obtenu de I'expérience aléatoire.

« La loi de probabilité sur les sous ensembles de X(Q2) est appelée loi
de prOba bg:l;tréndﬁo éaus%“a(ezgng. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

« On appelle la fonction de répartition de X I'application:

.{R%DM

lt—= P(X<t)

= Fx est croissante.

= Fx est continue a droite en tout point de R.
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LRappel des Probabilités
L ilités conditi

Théore de Bayes

Types de v.a

Définition

. La v.a X %Emgln&% bdllég[ g;ﬁngsllllxe@%(ﬂt eaul(‘)?gr Moharta) ASSEL!}\O(aUtrem ent d’ t
si X(2) est fini ou dénombrable).

. Lav.a X est dite continue sr sa loi de probabilités est définie par une
densité notée fx telle que f fx(t)dt =1 et Fx(x) = [ fx(t).
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Rappel des Probabilités
Pr ilités conditi Théore de Bayes

Espérance et variance

m Le comportement moyen d'une v.a est donnée par I'espérance ou :
® variable aléatoire discréte: E(X) =}, _y(q)XxP(X = x)
® variable aléatoire continue: E(X) = [ tfi(t)dt
m la dispersion de la variable autour de |I'espérance est caractérisée par
la variance donnée par:

Var(X) = E| (X — E(X))"| = E(X?) — E(X)?

Document not to be used [wr teaching. Al rights. reserveéil/ the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

m Quelques propriétés de Var et E:

Var(X) > 0
Var(aX +b) = Var(aX) = a*Var(X)
X;E(X) est une variable centrée réduite.
Var(X)

15/114



Probabilités et Statistiques pour la Science des données
LRappeI des Probabilités

Lois marginales, indépendance, covariance, corrélation

Lois marginales, indépendance

Définition (Loi du couple)

Soient X et Y deux variables aléatoires. Dans le cas discret, la loi du
couple (X, Y) est la loi de probabilité qui permet de lister I'ensemble des
valeurs P(X = x, Y = y) pour tous les couple (x,y). Dans le cas
continu, la loi du couple (X, Y') revient & définir fx y(x,y) pour calculer
P(X €1, Y € dnpauntoutcoupledintervalles (el Jsseles lois marginales
de X et Y sont les lois de X et de Y.

Définition (Indépendance des v.a)

Les deux v.a X et Y sont dites indépendantes si la loi du couple est le
produit des loi marginales, i.e,

PX=x, Y=y)=PX=x)P(Y =y)
dans le cas continue, on a fix v)(x,y) = fx(x)fy(y)
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LRappel des Probabilités

Lois marginales, indépendance, covariance, corrélation

Covariance et corrélation

Définition (Covariance et corrélation)

Le covariance et la corrélation des v.a X et Y sont données par les
quantités suivantes:

COUGY ) e B B Y S ECY))
Documbnt nol o be fised for teaching. Al [ighis reserved byt aul Mohamed AS

Cor(X,Y) Cov(X, Y)

\/ Var(X)y/Var(Y

m Cas particulier de X et Y indépendantes, on a
Cov(X,Y) = Cor(X,Y)=0;

m Cov(X,X) = Var(X), et Cor(X, X) = 1.
m Var(X 4+ Y) = Var(X) + Var(Y) +2Cov(X, Y).
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Probabilités et Statistiques pour la Science des données
Rappel des Probabilités

L Loi normale

Loi normale CR et loi normale
Définition (Loi normale centrée réduite)

On dit qu'une v.a X suit la loi normale centrée réduite (X ~ N(0,1)) s'il
a une densité fx définie par:

1 -2
Vt € R, fx(t) = —26T
s

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

> E(X) =0, Var(X)=1.
Définition (Loi normale)

On dit qu'une v.a X suit la loi normale (X ~ N (p,0?)) s'il a une densité
fx définie par:

vVt e R, fx(t) =
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Rappel des Probabilités

L Loi normale

Loi normale CR et loi normale

1 X ~N(u,0%) = X ~ N(0,1).

2 Si X ~ Ntupredpet v Nffis s -sont dependshtes, alors
X+ Y ~N(u1+ po, 07 + 03).

3 La gaussienne modélise plusieurs situation réelles.
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Rappel des Probabilités

L Loi normale

Loi des grands nombres et TCL

Théoreme (Loi des grands nombres)

Soit S, = Z,Sn X;i o (X,) est une suite de v.a indépendantes de méme
loi d’espérance m et de variance o2, alors presque surement, on a
Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
n

lim — =m
n——+oco N

Théoreme (Théoreme Central Limite)

Le loi de 5%’;’" tend vers une v.a X ~ N(0, 1).

20/114



Probabilités et Statistiques pour la Science des données
Rappel des Probabilités
(- Lois de probabilités usuelles

Loi de Bernoulli

> X est suit la loi de Bernoulli si X(Q) ={0,1} et P(X =1)=pet
P(X=0)=1-p.

X peut étre interprétée comme l'indicatrice du succes.

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

On note X ~ B(p).

v

v

v

E(X) = p et Var(X) = p(1 —p).

> Le calcul des moments de X sont facilités par le fait que
X"=X,VYn>1
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Rappel des Probabilités

(- Lois de probabilités usuelles

Loi Binomiale

v

X suit la loi Binomiale si X(Q2) = [0; n] et

P(X = k) = ( Z >pk(1 —p)"k, Vke[0;n] .

v

X peut étre interprétée une répétition de n fois d'une v qui suit la loi
d e Bern o uw)i:umenl not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

v

On note X ~ B(n; p).

v

E(X) = np et Var(X) = np(1 — p).

v

Soit (X,) une suite de v.a indépendantes qui suivent toutes une loi
de Bernoulli de paramétre p. Alors leur somme Z = "7 | X; suit la
loi binomiale B(n; p).
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Rappel des Probabilités
(- Lois de probabilités usuelles

Loi Binomiale

> Exercice 2: Soit une urne contenant 8 boules noires et 5 boules
rouges indiscarnakles Auterehek . precadena &l extractions
successives d'une boule, avec remise. Quelle est la loi du nombre de
boules rouges obtenues 7

23/114



Probabilités et Statistiques pour la Science des données
Rappel des Probabilités
(- Lois de probabilités usuelles

Loi de Poisson

> X suit la loi de Poisson de parametre A si X(Q2) = N et
k

VkeN, P(X =k)=e*%;

> On note )eucuNmenp(l*jusedfur(eaching.Allrighlsreserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

> La loi de Poisson peut étre interprétée comme la loi limite d'une loi
binomiale B(n; 2)

> E(X) = A, Var(X) = A
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LRappel des Probabilités
- Lois de probabilités usuelles
|

Loi de Poisson

> Exercice: La variable aléatoire X suit la loi de Poisson de paramétre
A. On pose
1
X + I)QX + 2l)r Mohamed ASSELLAOU.

Document not to be used funeaching.(xu rights reserved by the author,

Calculer I'espérance de Y.
> Solution: Ona P(X = k) =e*
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Rappel des Probabilités
(- Lois de probabilités usuelles

Loi géométrique

> X suit la loi de Poisson de parametre p si X(Q2) = N* et
P(X = k) = p(1 - p)**

> O n note Momerg( p:) used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

> X désigne le nombre de répétitions d'une expérience de Bernoulli
nécessaires pour obtenir un succes.

> E(X) =1, Var(X) = L2

p’ p?
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Rappel des Probabilités
(- Lois de probabilités usuelles

Loi uniforme discrete

> X suit la loi uniforme sur {1;..;n} siVie {1;..;n}, P(X=1)= %
> On note %u%e“&(l{bldsedér@a}h)g.AIIrighIsreserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

> Il s'agit d'une loi dont tous les poids de probabilité sont identiques.

> E(X) = 2L, Var(X) = 751,
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Rappel des Probabilités

(- Lois de probabilités usuelles

Loi uniforme discrete

> Exercice: Une personne souhaitant rentrer chez elle a un trousseau
de n clefs. Déterminer le nombre moyen d’essais nécessaires dans
chacun des deux cas suivants:
Cas 1;, La personne climing, apres chague gssal Ja. dlsf aui n'a pas
convenu.
Cas 2: La personne remet dans le trousseau aprés chaque essai la
clef qui n’a pas convenu.
m Solution:
Loi uniforme: E(X) = 25t
Loi géométrique: E(X) =n
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Rappel des Probabilités
(- Lois de probabilités usuelles

Loi hypergéométrique

> X suit la loi hypergéométrique de parameétres (N; n; p) si
X(Q) = [max(0, n — N(1 — p)); min(n, Np)] si
Np \ ( N(L-p) )

K
viellin, P(X=i)=— "

t o be used for teaching. All rights reserve(by tﬁ,ault)r. Dr. Mohamed ASSELLAOU.

n
> On note X ~ H(N; n; p)

> |l s'agit d'une loi dont tous les poids de probabilité sont identiques.

> E(X) = np, Var(X) = ¥=2np(1 - p).
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Rappel des Probabilités
(- Lois de probabilités usuelles

Loi uniforme continue

> X suit la loi uniforme continue sur [a, b] si elle a pour densité f

définie par
0 six La; b
Document not to ft‘e(i*’d rieachigg. All righls reser\:ed by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
55 Si x € [a; b]

> On note X ~ U, p

> B(X) = 252, Var(X) = &2
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Rappel des Probabilités
(- Lois de probabilités usuelles

Loi uniforme continue

> Exercice: Soient (X,) une suite de v.a indépendantes qui suivent
Dogument nogto be used for teaching. Al ri reseryeq by the author, Dr. MoTame ASSELLAOU.
toutes la |61 linitorme sur [0; 1 Déterminer 1 Tor de

Y = maxlg;gn{X;}.
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Rappel des Probabilités
(- Lois de probabilités usuelles

Loi exponentielle

> X suit la loi exponentielle de parameétre ) si elle a pour densité:

0 six <0

f- p—
(x) Ae ™™ six >0

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

On note X ~ &(A).

v

1 1
> ]E(X):X7 Var(X):p
> Montrer que X suit une loi exponentielle si et seulement si

VseR, Vt>0, P(X>s+t/X >t)=P(X >s)
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LRappeI des Probabilités

L Lois de probabilités usuelles

Plan

Partie 1.

Rappels de probabilités.

Statistiques descriptives.

Echantillonnage, Estimation d'un paramétre, Estimation par
intervalle de confiance.

Tests paramétriques et non paramétriques.

Test &cumnimil.)e used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
Analyse de la variance a un facteur.

Régression linéaire simple.

H Partie 2.

m Théorie de la décision, statistique fréquentiste et bayésienne
m Estimation, statistique exhaustive, information de Fisher et
maximum de vraisemblance

Eléments de statistique asymptotique, intervalles de confiance
m Théorie des tests
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Statistique descriptive univariée

Statistique descriptive

Statistique descriptive :
Statistique descriptive univariée (une dimension)

m Vocabulaire de la statistique

m RepréSentatiois d e seHe seatistin per o 1o sseusoo

Statistique descriptive bivariée (deux dimensions)

m Présentation des données
m Distributions conjointes, marginales et conditionnelle

m Indépendance statistique
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Statistique descriptive univariée

LVocabuIaire de la statistique

Vocabulaire de la statistique

* Les statistiques désignent des grandeurs que I'on calcule, ou que I'on
est capable de calculer, sur un ensemble de données observée.

* La statistique désigne a la fois un ensemble de données observées et
les méthodes de recueil, de traitement et d'analyse de celles-ci.

* Une populstivirdéstghe-tont objetstatistit eétsdiéV Elle est
composé d'individus appelés unités statistiques. Lorsque la
population est trop importante pour &tre connue entierement, on
préleve un échantillon représentatif.

% La statistique étudie les caractéristiques des individus dans le but de
décrire la population.

% Les caractéres qui caractérise des individus d'une population objet de
I"étude statistique sont aussi appelés variables.
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Statistique descriptive univariée

LVocabuIaire de la statistique

Catégories des variables statistiques

/ Les variables peuvent étre qualitatives ou quantitatives;
v/ Les variables ont différentes situations possibles appelées modalités;

v/ L'individu ne peut avoir qu'une seule modalité d'une variable;
Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

v/ Les variables qualitatives se présentent sous deux catégories:

nominales lorsque leurs modalités ne peuvent pas étre ordonnées.
Exemple: Catégorie socioprofessionnelle, situation matrimoniale...;
ordinales lorsque leurs modalités peuvent étre ordonnées.

Exemple: niveau d'anglais, appréciation d'un étudiant...
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Statistique descriptive univariée

LVocabuIaire de la statistique

Catégories des variables statistiques

\/ Les variables quantitatives sont des variables numériques. Elles se
présentent a leur tour en deux catégories:

Les variables quantitatives dont le nombre de modalités est fini ou
cument got to be used fs r/(eachlng All Fi served py the authol r Dr Mohamed ASSELLAOU.
dénomBrEBIE AP EleEs v At ISBIES e rets

Exemple: Nombre de salles de cours, Nombre d’enfants ...;

Les variables dont les modalités sont infinies appelées variables
continues.

Exemple: Poids, taille, le revenu mensuel ...;
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Statistique descriptive univariée

LVocabuIaire de la statistique

Exemples de variables

Table: Exemple de caractére nominal

P Population Effectif total=36

i unités statistiques Chaque étudiant / € {1, .., n}

X Caractere Le sexe

Xr, Xm | Modalités ) ) Féminin ou masculin

ne, Nm Effectif associé a chaque modalité | 16 hommes, 20 femmes

Table: Exemple de caractére quantitatif

E Echantillon Effectif total=36

i unités statistiques Chaque étudiant / € {1,..,n}

X Caractere La note a I'examen
Xf,..,xn} | Valeurs 6,9,10,11,12,14,16,17.5,19
nf,..,ny} | Effectif associé a chaque valeur | 1,1,3,4,10,5,5,4,3
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Statistique descriptive univariée

LVccabuIaire de la statistique

Représentation des données, Notations

m Pour chaque valeur ou modalité x; de la variable, on note n; le
nombre d’effectif de x; avec ), nj = n. La fréquence correspondante
fi = ‘I et le pourcentage 100f;.

m Pour les variables qualitatives nominales, on définit le tableau
statistique suivant:

Document not to be used for teaching. All rl9@|ls re ervﬁ’by the aﬁhor, Dr. Mohamed ASSELLAOU

m Pour les variables discretes ou les variables qualitatives ordinales, on
définit également les effectifs cumulés N; = 37, n; et les
fréquences cumulées F; =3 ., f; (interprétée comme la proportion
des individus pour lesquels X < n;;1). Le tableau statistique
correspondant:

xi | ni | Ni|fi|Fi
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LVocabuIaire de la statistique

Représentation des données, Notations

m Les variables continues sont généralement regroupés en k classes
notées [a;, a;41]-

m Pour chaque classe, on note ¢; le centre de la classe, d; I'amplitude
de I'intervaHes e leeffectify fidafréquenceraimsiquedes fréquences
cumulées F; = Z'-:l fi (interprétée comme la proportion des

J
individus pour lesquels X < a;;1). Le tableau statistique
correspondant:

i—1tai
laiaia] | 6 ="5% | di=ami—ai | n | N | fi | F
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(- Représentation graphique

Représentation graphique

m Les variables qualitatives nominales se présentent graphiquement
sous forme de :

Camembert (diagramme en secteur).

Diagramme en barre des effectifs. Exemple: couleurs des individus:

Blond= 60, Rouge= 90, Vert= 35, Bleu= 15:

E]

r teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

mBlond
HRouge
B Siriel
Hvert

mbleu

58 &5 2 8 3 8 5

5

o

Blond Rouge ert tley
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(- Représentation graphique

m Les variables qualitatives ordinales et quantitatives discrétes se présentent
graphiquement sous forme de:
1 Camembert (diagramme en secteur).
2 Diagramme en barre des effectifs, des fréquences ou des fréquences
cumulées.

Exemple: Le niveau d’anglais d'une population de 40 personnes se
présente comme suit: Effectif de Al= 10, A2= 27, B1= 10, B2=
20, C1=15, C2=13.

Document ot to be used for teaching: Altrights Teserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU:
(el Sall bbbl AL iih

= wr—————— 11

wserl wsirel 1 nset

Figure: Diagrammes en barre des effectifs, des fréquences et des fréquences
cumulées.
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[ Représentation graphique

Représentation graphique: Variable continue

m Les variables quantitatives continues se présentent graphiquement
en:
1 Histogramme en effectif ou en fréquence;
1 Diagramme des fréquences cumulées;
2 Boite a moustache.

Exem BI&™™ [4 P4 T FaE 1My R auE @n e "1 5P 15849458 - 159 - 159 -
161 - 161 - 162 - 164 - 167 - 168 - 169 - 171 - 171 - 171 - 174 - 175
- 178 - 179 - 186 . Le tableau statistique correspond est:

lai,aip1] | o di | ni| Ni|f Fi

[150,160[ | 155 | 10 | 5 |5 | 0.25 | 0.25
[160,170[ | 165 | 10 | 7 | 12 | 0.35 | 0.60
[170,180[ | 175 | 10 | 7 | 19 | 0.35 | 0.95
[180,190[ | 185 | 10 | 1 | 20 | 0.05 | 1.00

43/114



Probabilités et Statistiques pour la Science des données
Statistique descriptive univariée

[ Représentation graphique

Représentation graphique: Variable continue

m Histogramme en effectif:

mSériel
r, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

[150,160[ [160,170[ [170,180[ [180,190[

m La boite a moustache: la partie centrale de la boite est constituée
d'un rectangle dont la longueur est la distance interquartile
|Qs — Q1. Les moustaches sont des segments qui s'étendent de part
et d'autre de la boite jusqu'au premier décile Dy pour la moustache
inférieure, jusqu'au dernier décile Dy pour la moustache supérieure.
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(- Représentation graphique

Résumés numériques (indicateurs)

m Plusieurs indicateurs typiques permettent de résumer une série
statistique.

Document not to be used for teaching. All rlghls reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
I Certains indicateurs caractérisent la tendance centrale comme la

moyenne, la médiane, le mode et

D'autres indicateurs caractérisent la dispersion comme la variance,
I'écrat type, I'étendue, 1°" quartile, 3°™¢ quartile ...
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Statistique descriptive univariée

(- Représentation graphique

Indicateurs de tendance centrale

m La moyenne d'un échantillon de n observations d'une population
noté {x;}i<n est donnée par la formule suivante:

Ducumenl not to be used lur teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

m Le mode qui est égal a une donnée de I'échantillon désigne le point
milieu de la classe ayant le plus grand effectif.

m La médiane de I'échantillon précédent est donnée par la formule
suivante:

ni1 si n est impair.

£=1, . .
5\ Xz Xg+1) sl n est pair.
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Représentation graphique

Calcul de la moyenne arithmétique

m Exemple 1: Soit la série de chiffres suivants (8, 5, 9, 13, 25). La
moyenne arithmétique correspondante est:

8+5+9+13425
- -

)_(:

12

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
m Exemple 2: Maintenant on considére que certains chiffres de la série
ci-dessus ont un effectif > 1:
x; | 5189|1325
njl21212|3 |1

I 5%2+8%2+9%x2+13%3+25%1
$==5 nix = =10.8
n<— 10
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(- Représentation graphique

Calcul d'autres types de moyenne

m Moyenne quadratique: La moyenne quadratique d'une série
statistique {x;} associé aux effectifs {n;} avec i € {1,..n}:

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

m Moyenne géométrique: Elle correspond a la valeur:

S=

0= [0

m Moyenne harmonique: Elle correspond a la valeur:

n
H= =
=L

Dlic1
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(- Représentation graphique

Calcul de la médiane

m Exemple 1: Quelle est la médiane des séries ci-dessous:

(3,4,7,8,9)?

(3,4,7,8,8.5,9)?
m Exemple 2: Effectifs groupés par valeurs: Quelle est la médiane de la

série ci-dessous:

Document not to by

i Lmi | N f L
2 2 12 0.066 | 0.066
8 315 0.1 0.166
9 4 19 0.133 | 0.3
10 | 4 13 | 0.133 | 0.433
11 | 5 18 | 0.167 | 0.6
12 (3 |21 |0.1 0.7
13|16 |27 | 0.2 0.9
151 | 28| 0.033 | 0.933
18| 2 | 30| 0.066 | 1
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(- Représentation graphique

Calcul de la médiane

m Exemple 3: Effectifs groupés par classe: Quelle est la médiane de la
série ci-dessous:

aj,ai1[ | ni | N;
0.5 |2 |2
Document not to be used for t&@ﬂWﬁWmed ASSELLAOU.
10,15 18 | 27
15,20 3 30

— N1
n;

S

NI

Me:a,f‘—i—d;[
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(- Représentation graphique

Calcul du mode

m Exemple 1. Quelle est le mode des séries suivantes:
(8,7,4,5,6)

(8,5,5,5,5,4,4,4,7,7,6,6,6,6,6)

Document not 1o be used for rcaq?mga/iwﬁgh[ regervdd py th auNi Dr.Mohamed ASSELLAOU.
0.5] |2 |2
5,100 |7 |9
10,15 18 | 27
15,20 3 130

np—nj—1

Mode=a; + d,-2

np—~nit1 —Nji—1
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(- Représentation graphique

Calcul du mode

m Exemple 1. Amplitudes inégales:

Xi n; N,' 4

d;
0,101 |9 |9 |09

pr. 49_?151211 ASSELLAOU.

5

E\

<)
K]

Q
7

1220[ | 12 | 30 | 15

Document not to be used|for 1'19@’91:2

n; _ nNi—1

T dio

ok . i i—1
Mode=a; + d,2ﬂ T
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(- Représentation graphique

Formes d'une distribution a I'aide des indicateurs de tendance centrale

m Distribution parfaitement symétrique: Moyenne=Médiane= Mode.
Exemple:

xi |1]12]|3]4]|5
ni|l2|4|54|2

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

m Distribution étalée a droite: Moyenne>Médiane > Mode. Exemple:

x 11 [2]3]4]5
n |10 8|6 4]2

m Distribution étalée a gauche: Moyenne<Médiane< Mode. Exemple:

xi|1]12|3|4]5
nj| 2416|810
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[ Représentation graphique

Indicateurs de dispersion

m L'étendue de I'échantillon est égale a la différence entre la valeur
maximale et |la valeur minimale des données x;

m L'écart interquartile est:

QT = Q3 —

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

ou le quartile @ et le quartile Q3 représentent respectivement les
médianes des parties inférieure et supérieure obtenues par la médiane
de I'échantillon.

m Les quantiles permettant de diviser la population en p > 2
sous-populations d’effectifs égaux. Par exemple, les déciles d'une
série statistique partagent la série en dix parties de méme effectif.
En pratique, seuls les premier et dernier déciles, respectivement
notés D; et Dgy, sont utilisés.
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[ Représentation graphique

Calcul de I'étendue et des quartiles

m Exemple: Trouver I'étendue des deux séries correspondant au x
notes de deux éléves A et B et en déduire le rapport de dispersion

des notes des deux éleves.
[A]8 9 10 11 12|

[B][2 4 10 16 18|
m Exemple: @aleuder kesegiraretiles tey troigoséreseisdessous:

[ [1[3[4]6[7[9[11[12[ 1415161719 ] 20|

[ [1[3[4]6[7[9[11[12[13[14[15] 1617 ] 20]
[m[3]1]2]3][3[2]3 [t [2 [1 [2]2]1 ]1 ]

[aiaia] | [0, 4[ [ [48[ | [8.12[ | [12, 16[ | [16,20]
ni 4 8 5 6 4
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(- Représentation graphique

Exemple

m Exemple le tableau suivant regroupant les données relatives aux
salaires annuels nets dans l'industrie par catégorie
socio-professionnelle.

sGadres | Brofessions intermédiaires |, Employes | Ouvriers
D; | 28900 | 19 370 13 380 14 650
Q1 | 35560 | 22810 15 400 16 710
X 43 910 | 27 180 18 960 19 620
Q3 | 56 970 | 32 710 23 360 23 420
Dy | 76 870 | 39 210 28 540 27 920
X 50 600 | 28 670 20 310 20 780
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(- Représentation graphique

Exemple: Boite a moustache

50 Sucu ment rpt to be used for teaching. Al rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

| |

30ke ==

| | |
20ke
ITI

T

10ke

Professions B
Cadres Employés Ouvriers
intermédiaires

Figure: Boite & moustache pour les données relatives aux salaires annuels nets. g ;,
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(- Représentation graphique

Indicateurs de dispersion

m La variance de la population dénotée o est définie par:

:—Zx,—x i(ix?)—%

Document not to be used fur teaching. Al rights reserved by the aulhor Dr. Mohamed ASSELLAOU.

m Le coefficient de variation mesure la dispersion relative des données
autour de la moyenne:

CV =

X1 Q
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[ Représentation graphique

Indicateurs de dispersion
m Exemple 1: Calculez la variance et le coefficient de variation des
séries suivantes:
[(x [2][5]7][1]9]13[6][15[8] 16|
xi | 2]1619]11 15
n; 5 9 4 3 5

m Exercice : On connait les salaires mensuels nets bruts des 200
, aocu emnouokeuseuvuneachmg.Aungmsresen(ed?ﬁéeaumor, Dr. pt\amedASSELLﬂOU L,
employés de Ta ' meme entreprise, a 10 ans d'Intervalle. Les données
sont regroupées par classe. Le nombre d'employés est passé de 200 a

1994 a 280 en 2004. Est ce que la dispersion des salaires a

augmenté?
Salaires Effectifs 1994 | Effectifs 2004
1000-2000 | 40 56
2000-3000 | 70 118
3000-4000 | 80 92
4000-5000 | 5 10
5000-10000 | 5 4
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LGraphique et tableaux

Tableaux et graphiques

m Séries quantitatives connues individuellement: Exemple: Est ce qu'il
ya une corrélation entre les données de la série suivantes:

{(140, 38.2), (161, 44.3), (155, 46.1), (148, 38.2), (155, 50.5)

. (123,22.4), (160, 40.4), (140, 34.7), (165, 50.5), (172, 50.5), (155, 38.1)
,(160,57.3), (142, 39.3.), (157, 46.1), (142, 37.1), (148, 45.9), (180, 66.3)
, (167, 60), (165, 50.5)}

Pocument not fo be used for teaching. All Tights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU]
200

180 +

180

190 —4—————4————% 4~
120 *

*5ériel

=)
+

= Droite de "tendance”.
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LGraphique et tableaux

Tableaux et graphiques

m Séries quantitatives groupées

X,y [20,40] | [40,60] | [40,80]
120, 140] | 1 0 0
140, 160[ | 6 Z 0
160, 180] | 0 6 2

Document not t

be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLA

W [120, 140[
m[140, 160[

1 [160,180[
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LGraphique et tableaux

Graphique et graphiques

m Séries qualitatives: Exemple:

Sexe, Statut | Actifs occupés | Chomeurs | Inactifs
Masculin 5 3 1
Féminin 4 3 4

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

3 ]‘/ -
B Masculin

147 . B Féminin
#° Féminin

Masculin

Actifs ch
occupés omers Inactifs

62/114



Probabilités et Statistiques pour la Science des données
Statistique descriptive bivariée

LTahIeau de contingence, effectif et fréquence marginaux

Tableau de contingence, distribution marginales

m Le tableau de contingence de deux séries statistiques se présente
sous la forme:

X,y yvi |y | Y || Yg | .= Zj njj

X1 ni ni2 nlj n]_q n.

X2 no1 noyo nj Mg ny.

Document not tg be used for taching. All rights reserved by the authpr, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

Xp Np1 Np2 Npj Npq Np.

nj=y;nj | ni|na | ..|nj|..|ng]|n. :Zij njj
\/ nji représente |'effectif des individus ayant la modalité i de x et la

modalité j de y.
\/ nj. représente tout |'effectif des individus ayant la modalité i de x
\/ n.i représente tout |'effectif des individus ayant la modalité / de y
\/ Les fréquences marginales se calculent en divisant les effectifs

marginaux sur la somme des effectifs.
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L Moyenne et variance marginales

Moyenne et variance marginales

m Les moyennes marginales de x et de y sont données par les formules:

P
- 1
X = —E n; X;
n. <
i=1

1 q
Document not to be used for teacifng. All Tighits reserved by ;§e auhbd g W fohamed ASSELLAOU.

- =1

m Les variances marginales de x et de y sont données par les formules:

18
ai = — n,-‘x,-2—>_<2
n
R
q
1
2 2 2
o = —Y iy -y
-
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- Moyennes et variances conditionnelles

Moyennes et variances conditionnelles

m Les distributions conditionnelles s'obtiennent par la fixation d'une
valeur des deux variables.

Document nqt to be used fer tgaching. All rights.resgyved by the author, r. Mghamed ASSELLAQU.
m Pour chaquie"gdisnme T (Valeur i"de"y/y on Fait Fessortir la moyenne
conditionnelle correpondante X; et de méme pour la moyenne
conditionnelle y; obtenue en fixant la valeur de la ligne j de x.

m Les variances sont également correspondante a X; et y;
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Moyennes et variances conditionnelles

Moyenne et variance marginales

m Exemple: Soit le tableau de contingence suivant:

x,y | 1|4 n;.

Document not to be used for teach?g. All rights rd;irved byﬁw aut] or.gr. Mohamed ASSELLAOU.

41216
nj | 7|17 24

/ Calculer les moyennes et variances marginales et conditionnelles de x
et de y?
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(- Indépendance

Indépendance

m On définit les fréquences relatives de la modalité (i, ):

nj
fj=—

m L'indépendance entre les variables se traduit de maniere simple par

Gcument not to be U rights reserved by the author,

|"égalité concernant les fréquences relatives:
fij = fi x f; 3)

m |'équation (3) se traduit en termes des effectifs comme suit:

ni.n;
ng=—
n
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L Liaison entre deux variables

Mesure d?

m On définit la mesure de liaison d? entre deux variables nominales
comme suit :

.y

n,-j—

r. Mohamed ASSELLAOU.
n
d2 R
T ni.n.;j
i J n

Document not to be used for teaching. All rights reﬁved by the aufgo

m Si les deux variables nominales sont indépendantes alors d? est nul;
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L Liaison entre deux variables

Deux variables ayant deux modalités

m Soient X et Y deux variables de modalités respectives: xi, X2, y1, ¥2

et d’effectifs:

Document not to be used for teacf

X\Y |n |y
ing?Si rights resenged & the a |th?Dr. lohamed ASSELLAOU.
X2 C d

Le coefficient d? se définit par |'expression suivante:

2

n(ad — bc)?

~(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)
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L Liaison entre deux variables

Rapport de corrélation empirique

m Le rapport de corrélation empirique entre la variable qualitative X
ayant k modalités d'effectifs ny, n,, .., ni et la variable quantitative
Y se définit par la relation suivante:

i (i S i — W)

Document not to b used for teaching. All rights reserﬁn'luy the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
Y

ou y; est Ia valeur moyenne de y pour la modalité i de X
2 _

1 Zl— Z l(yl .y)
me?e0,1]
m e’ = 0 signifie qu'il ya pas de dépendance en moyenne

me? =1, pour une modalité / de X, tous les individus ont la méme
valeur et ceci pour toutes les valeurs de I'indice.

70/114



Probabilités et Statistiques pour la Science des données
Statistique descriptive bivariée

L Liaison entre deux variables

Corrélation entre deux variables quantitatives

m Le coefficient de corrélation linéaire r entre deux variables
quantitatives mesure le caractere linéaire entre ces deux variables:

1 . ==
COV( Xc;cu)én)no( tobe »(eﬁur;;"(nﬁl%g’hls rese)rsé)d/ b)he author, Dr. MohaZeEﬁ fé%LAQU;) ( Yi — }=/)

oxXOy oxOy B Vi =X (vi —¥)?

m Si|r| =1, il y a une relation linéaire parfaite entre les deux variables
m Si les variables sont indépendantes, r est nul.

m Si r est nul, les deux variables sont indépendantes linéairement.
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L Liaison entre deux variables

Construction de la droite de régression linéaire

0 La droite de régression passe par le point moyen (point de
coordonnées (X, y)) et qui permet de minimiser la somme des carrés
des écarts des observations.

ocument not tp be used fo (eachini\All rights, reserved by the a{jlhor. Dr. Mohameq ASSELLAOU.

o La droite deTa regression lineaire a la forme suivante:
N UY = =
y=ax+b, oua=r—, b=y —ax

ax

o La droite de régression linéaire permet de faire des prévisions.
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L Théorie d’échantillonnage

Théorie d'échantillonnage

o Prélevement d’un échantillon représentatif de la population ou
échantillon aléatoire par des techniques appropriées. Cela releve de

cumpgt pot fo be usedjri(sachmg. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU

, . Dy
la théorie de T"échantilionnage.

o Etude des caractéristiques de cet échantillon, issu d'une
population dont on connait la loi de probabilité.

73/114



Probabilités et Statistiques pour la Science des données
LSlatistique inférentielle
L Théorie d’échantillonnage

Théorie d'échantillonnage

Définition (Echantillon)

Un échantillon aléatoire est un n-uplet (X1, Xa, ..., X,,) de n variables
aléatoires indépendantes suivant la méme loi qu'une variable X appelée
variable aléatoire parente. Une réalisation de I'échantillon sera notée

(Xla X2y eey Xn)
Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
Définition (Statistique)

Soit X une variable aléatoire et (Xi, Xz, ..., X,) un échantillon de X. Une
statistique T est une variable aléatoire fonction mesurable de
()(17 X2, ceey Xn), i.e,

T(X) = T(X17X27 '-~7Xn)
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- Théorie d’échantillonnage

Distribution d’'échantillonnage de moyenne

o La statistique X (moyenne empirique de I'échantillon) est défini par:

1<
X:E;X;

o Soient m et o2 la moyenne et la variance de la variable parente X,

a |OI’SZ Document not to be used for teaching. Al rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
E(X) = m
2
= ag
Var(X) = —
n

0 D’apres la loi des grands nombres, on a :

X - m quand n— 400
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L Théorie d’échantillonnage

Distribution d’'échantillonnage de moyenne

o Rappel (Théoreme Central Limite): Soient (X, .., X,) n variables
aléatoires de méme loi d'espérance m et de variance o2 alors:

Xi+.+X,—mtm X —m
- g

ag \/ﬁ -

Document not to be used for teachifg/JAll rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU

converge en loi vers Z ~ N(0,1)

o Pour une taille d'échantillon n suffisamment grande, on peut
« 1/ = 2
considérer que X ~ N (m, %)

0 Application: Soit X la v.a représentant le succés pendant une suite
de n répétitions indépendantes dont la probabilité est égale a p. Soit
F= % la fréquence empirique du succes pendant n répétitions. Si n
est suffisamment grand, déterminer la loi de F?

76/114



Probabilités et Statistiques pour la Science des données
Statistique inférentielle

- Théorie d’échantillonnage

Etude de la statistique S
o On définit la statistique S? comme suit:

1w -
S2 = - > (X = X)?
i=1

0 Propriétés de S2:

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

s - Lyx)-x
s l(i(Xi— )2)_()-(_m)2

n\<
i=1

0 52 converge presque surement vers o>
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Statistique inférentielle

- Théorie d’échantillonnage

Etude de la statistique S

0 L'espérance et la variance de S? données par les formules suivantes:

B(s?) - "l

Document not to be used for teaching. All rights rTerved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

Var($) = "7 [(n— Ljus — (n— 3)o*]

n
ou 14 est le moment centré d'ordre 4 de X.

52_ n710_2

Var(52)

o La variable — Z ~N(0,1)
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Statistique inférentielle
Loi de Chi-deux et de Student

LThéorie d’échantillonnage

Loi de x? (Chi-deux)
Soient X1, .., X, ~ N(0,1) p v.a indépendantes, alors la loi de Chi-deux a
p degré de liberté x2 la loi de la variable Z = Y77 | X?

u

O E( 7 ) =p Ie@me\/aﬁ(bgs)d me@p;. Allights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

5

Loi de Student
Soient U ~ N(0,1) et X ~ x2 deux v.a indépendantes, alors T, =

est une variable de Student a n degrés de liberté.
79/114
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Statistique inférentielle

- Théorie d’échantillonnage

Echantillon gaussien

o lci X ~ N(m,o?).

o Etude de la moyenne X: X ~ N (m, ‘772) loi exacte (mé&me pour n
petit).

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

o Etude de S2: On a:
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Statistique inférentielle

- Théorie d’échantillonnage

Echantillon gaussien

o La loi de 25 est une loi de chi deux 3 (n— 1) degrés de liberté, i.e,

("—1)

Document no( te-be used for. chlng All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

o Les statistiques X et 5%°sont indépendantes.

o La variable T = ?’" ”n—irl X_T’" n — 1 est une variable de
n o

Student a n — 1 degré de liberté.
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LStatistique inférentielle

[ Estimation ponctuelle

Estimation a un parametre

0 L'estimation ponctuelle consiste a chercher des estimateurs pour les
paramétres d'une population (m,o,...) a I'aide d’un échantillon de n
observations issues de cette population.

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

o Les lois des grands nombres permettent de prendre X et S2 pour
estimer m et 0. La fréquence empirique f d'un événement est une
estimation de la probabilité p. Les variables X, S2 et f sont
appelées estimateurs de m, o et p.
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Statistique inférentielle

(- Estimation ponctuelle

Qualités d'un estimateur

o On note 0 le paramétre a estimer et T un estimateur de 6.

o T est dit convergent si T converge vers 6 lorsque la taille de
I"échantill @rutee rch byieqodr e f fights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

0 X, 52 et f sont des estimateurs convergents.

o T est une v.a dont on suppose connue la loi de probabilité pour une
valeur de 0 fixée.
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Statistique inférentielle

(- Estimation ponctuelle

Estimateur sans biais

0 L'estimateur T est dit sans biais si E(T) =0

0 L'estimateur T est dit biaisé si E(T) # 6

Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

0 L'estimateur T est dit asymptotiquement sans biais si E(T) — 0
lorsque n — .

0 Exemple: X est un estimateur sans biais de m.
52 est un estimateur biaisé de o2 et asymptotiquement sans biais.
§*2 = 152 est un estimateur sans biais de $°
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Statistique inférentielle

(- Estimation ponctuelle

Estimateur sans biais

o Erreur quadratique moyenne donne:
E[(T — 6)?] = Var(T) + (E(T) — 0)?
Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

0 Entre deux estimateurs sans biais, le plus précis au sens de |'erreur
quadratique moyenne est celui de variance minimale.

o S'il existe un estimateur de @ sans biais, de variance minimale alors il
est unique presque siirement.
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Statistique inférentielle

[ Estimation par intervalle de confiance

Estimation par intervalles

o L'estimation par intervalle de confiance d’'un paramétre 6 consiste a
associer a un échantillon a n observations, un intervalle aléatoire /:

Pelh=1-«
ou 1 — « est appelé seuil de confiance et « est appelé risque.

0 Soient X la-wvariable-parente dontda loirde: probabilité. dépend de 0,
(X1, ..., X,) un échantillon de X et T un estimateur de 6 fonction de
I"échantillon, alors la loi de probabilité de T permet de déterminer a
« fixé, des valeurs t; et t, telles que:

P(t1§9—T§t2):1—0¢
on a alors

PT+t<0<T+t)=1-«
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Statistique inférentielle

(- Estimation par intervalle de confiance

]

Propriétés d'un intervalle de confiance

t; et t, doivent vérifier P(t; + T <0 < T+ t,) =1 — « donc:

P(G—T<t1):(11, P(Q—T>t2):042 avec o = a1 + Qo

. o . . o«
U n inte rva[lc!c@meglsn; m%y urspd%!:tgalgnlé%l & r!|s Qééweﬁy tﬁ’}.—&hﬁor.ﬁohamed ASSELLAOU.

Un intervalle de confiance a droite ou a gauche respectivement si
ar=0etary=aoua; =aeta,=0

La largeur de l'intervalle augmente lorsque o diminue

La largeur de I'intervalle diminue quand la taille de I'échantillon
augmente.
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Statistique inférentielle

[ Estimation par intervalle de confiance

Construction d'un intervalle de confiance

o Application: La résistance a I'éclatement des citernes a essence dans
une usine est une variable normale de moyenne inconnue et
d'écart-type égal a 13, i.e ~ N(m, 132). Des essais sur 16 réservoirs
conduisent a une résistance moyenne a |'éclatement de 1215.

On veut construire wiintervaltesde confranced fggeres symétriques
ayant une probabilité égale a 0,95 de contenir la résistance moyenne
a I'éclatement des citernes produites par ce constructeur.

NB: Chercher dans la table de la loi normale centrée réduite la
valeur correspondante a 0.975 = (1 + 0.95)/2 de sorte que

P(X5™ < la valeur dans la table) = 0.975.

v

5 Correction: m € [1215 — 1.9612,1215 + 1.06 2
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Statistique inférentielle

(- Estimation par intervalle de confiance

Moyenne d'une loi normale de moyenne m et d'écart type o

0 Ecart type o connu: X est un estimateur de m et on sait que
N/ 2 ape . ye Ve .
X ~ N(m,<-). En utilisant la table de loi normale centrée réduite
pour n et a donnés, on trouve a tel que:

Document not |7y sed furteghin%ll riEls‘derve&by theyauthor, |?[ Mohamed ASSELLAOU.
(g T gn o g gy
vn

Si X est la moyenne de I'échantillon de taille n, alors on a:

- o _
me |X—a—=,X+a

NG
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Statistique inférentielle

[ Estimation par intervalle de confiance

Exemple d'application:

0 Application On suppose que le poids d'un nouveau née est une
variable aléatoire de loi inconnue de moyenne inconnue et
d'écart-type égal a 0.5 kg. Le poids moyen des 49 enfants nés
pendant le méme mois a été de 3,6 kg.

DéterRrifertite iprtareretiedescenfiy fice s 95 psti1e: poids moyen
d’'un nouveau née pendant ce mois.

Quel serait le niveau de confiance d'un intervalle de longueur 0.1 kg
centrée en 3.6 pour ce poids moyen ?

o Correction: 1)- |3.6 — 1.96\(}%i 3.6 — 1.96%} 2)- Chercher la

valeur V, correspondante a 2a = & 1’“ 9 dans la table de la loi
normale centrée réduite. Le niveau de confiance étant égal a 2V, — 1

90/114



Probabilités et Statistiques pour la Science des données
Statistique inférentielle

(- Estimation par intervalle de confiance

Moyenne d'une loi normale de moyenne m et d'écart type o

0 Ecart type o inconnu: X est un estimateur de m et puisque o étant
inconnu, on a S un estimateur de o et:

X —m

_S5

n—1

suit une loi de Student a (n — 1) degrés de liberté.

En utilisant la table de la loi de Student pour n et « fixés, on a
trouve | a \?gﬂ’éeﬂ‘ Poxd s ugegyfor teaching. Allights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
2

P<—ta§X_m§ta):1—a
2 S 2
n—1

Si X et s sont respectivement la moyenne et I'écart type d'un
échantillon de taille n, alors:

s s
ta—— X+ te
zx/n—lx—i— 2\/n—l]
Si n > 30 la loi de Student approche A/(0,1)

m & [)?—
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Statistique inférentielle

[ Estimation par intervalle de confiance

Exemple d'application

o Application: Un laboratoire est chargé de préciser la résistance a
I'éclatement, en kg/cm2, des réservoirs a essence des
camions-citernes d'un constructeur donné. On considere que la
résistance a I'éclatement de ces citernes est une variable de loi
inconnue, de moyenne inconnue et d'écart-type inconnu. Des essais
sur 50 résER/SIre CoRUUTEEHE" 5 UWE reSistaRCE MEVENE 3 I'éclatement
de 1215 kg/cm?2 et un écart type s = 13kg/cm?2.

On veut construire un intervalle de confiance a risques symétriques
ayant une probabilité égale a 0,95 de contenir la résistance moyenne
a I'éclatement des citernes produites par ce constructeur.

o Correction: 1215 — 1.96 * 17—3 < X <1215+ 1.96 * 1—73

92/114



Probabilités et Statistiques pour la Science des données
Statistique inférentielle

(- Estimation par intervalle de confiance

Variance d'une loi normale

o Moyenne m connue: Le meilleur estimateur de o2

T = 1Z(x,- — m)?

i=1

Ona égaIé’fﬂ"é?ﬁ‘t"“’;%““rdv‘“’“féﬁ‘?‘-"‘L’U@ﬁ’ff*"éeb“?&“ﬁ%'ct’fﬂ?‘é"d?sf&“ﬁ%bIe de la loi
Chi-deux a « et n fixés, on obtient les a et b tels que:

;
P(ag’;—ng):l—a

Alors on obtient 02 € {%, %]

Sin>30, Y2T — \/2n— 1~ N(0,1)
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Statistique inférentielle

(- Estimation par intervalle de confiance

Variance d'une loi normale

- 2 Y
o Moyenne m est inconnue: On a ”Uiz ~ x2_,. Donc apres lecture de

la table de la loi Chi-deux a « et n fixés, on obtient les a et b tels
que:

2

a ) =1—q
Document not to be used(urtea_cﬁing. U—é&his r@served by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

Alors on obtient o € [\ / "—f}z’ \ /”%2}

Si §2* est |'estimateur de o2 alors on aura:

S [\/("*2)5*2,\/(,7718)5*2}

Sin>30, Y25 — \/2n—3 ~ N(0,1)
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Statistique inférentielle

(- Estimation par intervalle de confiance

Intervalle de confiance pour une proportion

O Soit n trés grand taille d'une population dont la proportion p d'individus possede
un certain caractere. L'estimation de p est f par un échantillon de taille n. La
variable nf ~ B(n, p) mais comme n est trés grand on aura:

nf ~ N(np,np(1 — p)) ou encore f ~ N(p, M)
n

En utilisant la table de loi normale centrée réduite pour n et o donnés, on
trou\/e a te' Qq“ee:nl not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

P<M < a) —1—a
p(1—p)

n

I'intervalle de confiance de la proportion est donné par:
2 11—
(p—f) < azu

On peut considérer la méthode ou le p = 5 dans le second membre (p minimise

1
2
le second membre): p € [f — ﬁ’ ]
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Statistique inférentielle

[ Estimation par intervalle de confiance

Exemple d'application

0 Ex 1: On préleve 25 pieces dans une production industrielle. Une
étude préalable a montré que le diameétre de ces pieces suivait une loi
normale A/(10,4). Entre quelles valeurs a-t-on 90 chances sur 100
de trouver le diamétre moyen de ces 25 pieces et leur écart-type?

0 Ex 2: On cherche a estimer une proportion p d'une Population avec

Document not to be used for teaching. Al rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLA

une précision de 0.01. On choisit un risque o = 0, 05, la valeur de la
table de la loi normale nous donne a = 1,96. Quelle est la taille de

I"échantillon a prévoir?
0 Ex 3: Si X ~ N(3,0.36),

Calculer P(X > 3.6)
Trouver a tel que P(X > a) = 0.05

o Correction: 1)- 9.34 < X <10.66, 1.49 < S <241, 2)-n>98°
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Tests statistiques

L Tests

Exemple de Saporta: Niveau de pluies dans une région

o Le niveau naturel de pluies ~ A/(600, 1002).

0 Des entrepreneurs prétendent que le procédé d'insémination des
nuages au moyen d'iodure d'argent pourrait augmenter le niveau
moyen de pluies de 50mm. Le résultat de ce procédé pendant 10 ans

d onne: Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

Année | 1951 | 1952| 1953 | 1954 | 1955| 1956 | 1957 | 1958 | 1959
mm 510 | 614 | 780 | 512 | 501 | 534 | 603 | 788 | 650

o Il 'y a deux hypothéses a tester:

Hp : Le procédé est sans effet

H H: : Le procédé augmente réellement le niveau de pluies.
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Tests statistiques

L Tests

Exemple de Saporta: Niveau de pluies dans une région

Les agriculteurs étaient décidés d'abandonner Hy et d'accepter H; si
le résultat obtenu par les mesures fait parti d'une éventualité
improbable qui n’avait que 5% de se réaliser.

Sous I'hypothese Hy, X ~ N(600, %02). Le procédé est adopté
(Hy) si P(X > t) =a =0.05

Docy it not to be used for teaching. All rights reserve e aulhor Dr. Mohamed ASSELLAO
X600 ol

Comme X o ~ N(0,1), on a i 1.64 d'apres la table de
N(0,1), on en déduit que k = 655mm

On obtient la régle de décision:
[ {)_( > 655} est appelée région de rejet de Hp
m {X < 655} est appelée région d’acceptation de Hp

Comme X = 610,2mm I'hypothése Hy sera adoptée.

Sous I'hypothese Hy, X ~ N (650, %), I'hypothese Hy est
adoptée si {X < 655}, P(X < 655) = P(¥5%0 < 0.15) = 8 = 0.56
3
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Tests statistiques
L Tests

Notions sur les tests

0 Un test est un procédé qui permet de choisir entre deux hypothéses:

Décision \ Vérité | Hy Hy
Document ne (Iutdged for teaching. Al rights reserved b thJaumr. aMohar@ ASSELLAO.

H; @ 1_ﬁ

0 « s'appelle le risque de premiére espece

0 (8 s'appelle le risque de deuxieme espéce
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Tests statistiques
L Tests

Etapes d'un test statistique

o Choix du risque «
o Choix des hypotheéses Hy et H;
o Détermination de la variable de décision
Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
o Détermination de la région critique W : P(W/Hp) = «
o Calcul éventuel de la puissance du test : P(W/H;) =1-p

o Calcul, sur I'échantillon, de la valeur expérimentale de la variable de
décision

o Conclusion du test: rejet ou acceptation de Hj.
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Tests statistiques
- Tests

Catégories d'un test statistique

0 Un test paramétrique: permet de vérifier si une caractéristique d'une
population, que I'on notera 6, satisfait une hypothése Hy ou non.
On distingue les hypotheses simples des hypothéses composites:

® une h%ﬁfﬁ%egiﬁ{cﬁfé:hmg fuféths regrv&bygg ;aulhor. Dr. Mohamed ASSELLAOU.

® une hypothése composite est du type Hp : 0 € A ol A est une partie
non réduite a un singleton.

o Un test non paramétrique permet de tester une propriété (sa loi de
probabilité, indépendance, homogénéité)
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Tests statistiques

LTest sur un parameétre

Moyenne de A'(m, o?): Test unilatéral

o Ecart type o connu: Le test repose sur la variable de décision X.
Ho:m=mg, Hi:m>mg
On sait que X ~ N (m, "72) Si Hp est adoptée X ~ N/(my, "72) La
région critique est {X > k}
Pour n et g, doNDES...QNREUESIQUVSTJa.YAISUL H8:2.5 k;:"" a partir
de la table de la loi normale centrée réduite, telle que:

S

_ X — k —
P(X > k| Ho) = P(Z=0 > 220y

v Vn

La valeur z étant connue, vous pouvez en faire sortir k pour un
échantillon donné de taille n donnée. Si la valeur de X obtenue par
cet échantillon vérifie {x > k} alors Hy est rejetée.
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LTest sur un parameétre

Moyenne de A'(m, 0?): Test bilatéral

o Ecart type o connu: Le test repose sur la variable de décision X.
Ho:m=mgy, Hy:m#*mg
On sait que X ~ N (m, "72) Si Hp est adoptée X ~ N/(my, "72) La
région critique est {|X — mg| > k}

Pour n et g, donnés..Qn.ReuL frouver.a.yaleur dez.z - a partir de

g
la table de la loi normale centrée réduite, telle que:

N

- X — k
P(|X—mo|>k|Ho):P(w>?):a
Vn Vn

La valeur z étant connue, vous pouvez en faire sortir k pour un
échantillon donné de taille n donnée. Si la valeur de X obtenue par
cet échantillon vérifie {|X — mg| > k} alors Hy est rejetée.
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LTest sur un parameétre

Moyenne de A'(m, ?)
o Ecart type o inconnu: Le test repose sur la variable de décision X.
Ho : m=mgy, Hi:m+# mg. On sait que :
X—m
T,,_l(m) = 5

n—1

suit une loi de Student a (n — 1) degrés de liberté.

Si Hy est adoptée, T,_1(mo) suit la loi de Student a n — 1 degrés
de liberté. ohual 8GR Gritice aShedeh oyl Bodhmerskehagt on cherche k
tel que:

P(ITa—1(mo)| > k | Ho) = «

Si la valeur de X obtenue par I'échantillon vérifie {| T,,_1(mo)| > k}
alors Hy est rejetée.

o Exemple: Hy: m =30, H; : m > 30. Un échantillon de 15 a donné:
x =37.2, s =6.2, La valeur critique a « = 0.05 donne 1.761 et on
peut calculer que t = 3%:273% — 4 35 > 1.761 donc I'hypothese Hj

. Via
est a rejeter.
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Tests statistiques

LTest sur un parameétre

Variance d'une loi normale

o Moyenne m connue: Le meilleur estimateur de o2

£ nT 2 . . _ .
On a également == ~ Xaw, mlbo0prend Mo .0 =a0,, Hi: o> oo,

la région critique est T > k avec

nT nk
90 )

La valeur de z = ;’—’; est obtenue grace a la table de Chi 2
0

Sur un échantillon de taille n, vous pouvez donc conclure la valeur
de k. Soit T la variance de cet échantillon calculée a partir d'une
moyenne connue mg. Si T > k, Hy est rejetée.
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Tests statistiques

LTest sur un parameétre

Variance d'une loi normale

. 2 .
o Moyenne m est inconnue: On a ’% ~ X%_;. On considere
Hy: o =09, Hi: 0> 0g.

. ,  nS? 2 [ . . 2
Si Hy est adoptée, "~ X1 La région critique est S > k avec
Document not to be used for teaching. jghts reserveq by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
n&2" " nk

P— —) =
> =

La valeur de z = 3—’2‘ est obtenue grace a la table de Chi 2.
0

Sur un échantillon de taille n, vous pouvez donc conclure la valeur de
k. Soit S? la variance de cet échantillon. Si S? > k, Hy est rejetée.
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Tests statistiques

LTest sur un parameétre

Intervalle de confiance pour une proportion
O Soit n trées grand taille d’'une population dont la proportion p d’individus posséde
un certain caractére. L'estimation de p est f par un échantillon de taille n. On a
p(l—p
F~N(p, PP

On considerg le test suivant sur |3 proportion: Hy, y8.musod L - P 7 Po, la
région critique est déterminée par:

f— k
a:P(\ffpo|>k|Ho):P< f—pol >
\/Po(l—Po) \/Po(l—Po)

n

La valeur de k est obtenue grace a la table de A/(0,1)

0 Exemple Un sondage sur un échantillon de 625 cadres révele qu'il y a 48%
d’entre eux qui utilise Internet. Or une hypothese a été émise comme quoi la
moitié des cadres utilise Internet. Le sondage est-il contradictoire avec cette
hypothése aux niveaux de confiance suivants: 95%, 90%, 99% ?
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Comparaison de deux échantillons gaussiens

X1 NN(ml,Ol), et X2 NN(mQ,O'z)

my # my et oy # 02

Tests statistiques
LTests de comparaison

0 Les hypothéses sont :
m;y = my et o1 = oy, H1:

Ho .
o Test des variances: On a
2 2
mS; 2 S5 2
Document not to 5%ed fu’r\teJaoRgﬁmrﬂghé reserved 8'& aulh’c;:/Dr;.)glagmea.ASSELLAOU
1 2
Sous I'hypothese Hy : o1 = 0, on a le rapport des deux
. n1512 I12522 .
estimateurs de o1 et o5, avec o e
n1$12
n1—1
n2522

Fnl—l;nz—l
n2—1
108 /114

La région critique ici est représentée par P(Fp,_1.n,—1 > k) = . La

valeur k est obtenue grace a la table de la loi de Fisher.
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Comparaison de deux échantillons gaussiens
X1 ~ N(ml, (71), et X2 ~ N(mg, 0'2)

0 Test des moyennes: supposons que o1 = g = 0, on a:

2 2 2 2
mS; + mS; ’ cc o° o
= ~ Xt X1 = Xa~ N mp—my, — 4 —

g n n»
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Sous I'hypothese Hy : my = my, la variable suivante est une variable
de Student:

X; — X
! 2 Vng+n —2

(n1512 + n2522) (31 + 1)

La région critique est représentée par P(| Ty 1n,—1| > k) = c.

Tn1+n2—2 —
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Comparaison de deux pourcentages
0 fi et f, présentent les pourcentages d'individus ayant un certain
caractere et p; et po les probabilités correspondantes.
0oHo: pr=p2=p, Hi: p1#p>
o Soient les deux v.a Fi, et F> dont les deux réalisations respectives f;
et . Sous Hp, on a

Fui:un;srll erlu)s:dpr(egc;;f AR)“) :eseF; by i? W(Dbr;Aer(eJ-/:ﬁzLRc)U)

2

On a:

0, pL—p) P —P)>

|

o On va rejeter Hp, si a = 0.05:

1 1
m no
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Tests non paramétriques: Tests de Chi 2

On peut distinguer trois types de test du Chi 2:

o Test du Chi 2 d'adéquation (Hp : le caractére X suit-il une loi
particuliére 7 ),
Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.
o Test du Chi 2 d’homogénéité (Hp : le caractére X suit-il la méme loi
dans deux populations données ? ) ,

o Test du Chi 2 d'indépendance (Hp : les caracteres X et Y sont-ils
indépendants 7 ).
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Tests non paramétriques: Tests de Chi 2

o Soit une variable aléatoire X divisée en k classes de probabilités
respectives p;, 1 < i < k. Soit un échantillon de cette variable
fournissant les effectifs aléatoires N;, 1 < i < k, dans chacune des
classes précédentes. On a E(N;) = np;

o On con5|dere la statisti

Document not to be used for te: chlng All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

m Les éléments de D? ne sont pas indépendants (Zf-;l N; = n)

m Le résultat suivant est a admettre: pour n suffisamment grand
D2 ~ V2
Xk—1-
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Conduite du tests de Chi 2

o On considére une variable X pour laquelle on veut prouver que sa
distribution est une distribution théorique particuliére, de fonction de
répartition F. Les hypothéses du test sont les suivantes :

Ho : la distribution de X est la distribution théorique proposée.
H; : ladistribution de X n'est pas cette distribution proposée.
Document not to be used for teaching. All rights reserved by the author, Dr. Mohamed ASSELLAOU.

o Soit (X, X2, .., X,) un échantillon de cette variable reparti en k
classes, soit Ny, ..., Ny les effectifs empiriques de ces k classes et soit
(p1, ---, Pk) les probabilités théoriques.

0 Chercher k dans la table de la loi de Chi 2 pour « et n donné tel que
P(D? > k) = «

o Caleulez d? = YK, o on rejette Hy si d” > k. Sinon on grade
Ho
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Exemple: test de Chi 2

0 Exemple: Un croisement entre roses rouges et blanches a donné en
seconde génération des roses rouges, roses et blanches. Sur un
échantillon de taille 600, on a trouvé les résultats suivants:

Couleur | effectifs observés n;
rouges 141
roses 315

Hrght by the-auther-Dr-Mohamed ELUAOU.

“blanches | 144

Document not t

0 L'exercice consiste a tester si les résultats obtenus sont conformes
aux lois de Mendel: prouges = 0.25, proses = 0.5, ppianches = 0.25 au
risque v = 0.05,

o On cherche t dans la table de la loi de x_; pour a = 0.05, tel que
P(D? > t) = 0.05. on trouve t = 5.991.

o Puis on calcule d® = 377, %&(’)f” =1.53 < 5.991. On conclut que
I'hypothese Hp est adoptée.
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